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REsuMoO

Uma recente generalizacdo da nocdo de simetria vinda da teoria de grupos substitui as sime-
trias globais por bijecdes entre certos subconjuntos do digrafo de uma rede, os “conjuntos
de entradas”. Um grupo de simetria se torna um grupoide e esse formalismo torna possivel
estender os métodos da teoria de grupos a redes mais gerais e, em particular, leva a uma
classificacao de padrdes de sincronia em termos da estrutura da rede. Uma rede de sistemas
dindmicos é equipada com um conjunto candnico de observaveis para os estados de seus
nés individuais. Além disso, a forma da ODE subjacente € limitada pela topologia da rede e
como essas equacgoes se relacionam. Para os sistemas acoplados associados a umarede, pode
haver espacos fluxo-invariantes (subespacos de sincronia onde alguns subsistemas evoluem
de forma sincrona), cuja existéncia é independente das equacdes do sistema e depende ape-
nas da topologia da rede. Em adicdo, qualquer sistema acoplado da rede, quando restrito a
esse subespaco de sincronia, determina um novo sistema acoplado associado a uma rede me-
nor (quociente). Uma rede regular € uma rede com um tipo de né e um tipo de acoplamento.
Mostramos condi¢des para uma bifurcacdo de codimensdo 1 de uma rede regular oriunda de
um equilibrio sincrono em nivel linear ser isomorfa a um autoespaco generalizado da matriz
de adjacéncia da rede. Em seguida, focamos em sistemas de células acopladas, nos quais
células individuais também sdo gradientes ou hamiltonianas. Em termos gerais, provamos
que apenas sistemas com digrafos acoplados bidirecionalmente podem ser do tipo gradiente
ou hamiltoniano. Caracterizamos condi¢des para que a propriedade de um sistema acoplado
ser gradiente ou hamiltoniano seja preservada pelo sistema acoplado “quociente”. Além dos
critérios topoldgicos, também estudamos a teoria linear de redes regulares de sistemas de
células acopladas do tipo gradiente (hamiltoniano). Em seguida, provamos resultados em
bifurcacdes de estado estaciondrio e uma versao do Lema de Ramificagdo Equivariante e do
Teorema de Hopf Equivariante. [lustramos uma rede neural fornecida por dois conjuntos de
neurOnios que sao mutuamente acoplados por sinapses excitatorias ou inibitérias, modelados
por um sistema acoplado que exibe estruturas gradiente ¢ Hamiltoniana, e como solugdes

periddicas de equilibrio aparecem no Problema Restrito dos Trés Corpos.

Palavras-chave: Redes acopladas. Hamiltoniano. Gradiente. Bifurcagdo local. Dinamica. Equilibrio.
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ABSTRACT

A recent generalization of the group-theoretic notion of symmetry replaces global symme-
tries by bijections between certain subsets of the digraph of a network, the “input sets”. A
symmetry group becomes a groupoid and this formalism makes it possible to extend group-
theoretic methods to more general networks, and in particular it leads to a classification of
patterns of synchrony in terms of the structure of the network. A network of dynamical sys-
tems is equipped with a canonical set of observables for the states of its individual nodes.
Moreover, the form of the underlying ODE is constrained by the network topology and how
those equations relate to each other. For the coupled systems associated with a network, there
can be flow-invariant spaces (synchrony subspaces where some subsystems evolve synchro-
nously), whose existence is independent of the systems equations and depends only on the
network topology. Furthermore, any coupled system on the network, when restricted to such
a synchrony subspace, determines a new coupled system associated with a smaller network
(quotient). A regular network is a network with one kind of node and one kind of coupling.
We show conditions for a codimension one bifurcation from a synchronous equilibrium in
a regular network at linear level be isomorphic to a generalized eigenspace of the adjacency
matrix of the network. We then focus on coupled cell systems in which individual cells are
also gradient or Hamiltonian. In broad terms, we prove that only systems with bidirectio-
nally coupled digraphs can be gradient or Hamiltonian. We characterize the conditions for
the coupled systems property of being gradient or Hamiltonian to be preserved by the lift
and quotient coupled systems. Aside from the topological criteria, we also study the linear
theory of regular gradient (Hamiltonian) coupled cell systems. We then prove results on
steady-state bifurcations and a version of the Equivariant Branching Lemma and the Equi-
variant Hopf Theorem. We illustrate a neural network given by two sets of neurons that
are mutually coupled through either excitatory or inhibitory synapses, which is modelled
by a coupled system exhibiting both gradient and Hamiltonian structures, and how periodic

solutions from equilibrium appear in the Restricted Three Body Problem.

Keywords: Coupled networks. Hamiltonian. Gradient. Local bifurcation. Dynamics. Equilibrium.
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Capitulo 1

INTRODUCAO E CONCEITOS BAsicos

Se nossos cérebros fossem simples o suficiente para os entendermos, seriamos
tao simples que ndo conseguiriamos. [23, p. 3].

A alguns anos, uma analogia entre sistemas dindmicos simétricos [51] e dinamica de redes
comegou a ser explorada [48,52,86] . O objetivo era aplicar, num contexto de redes, a filosofia
moderna de dindmica ndo-linear. Tal abordagem foi introduzida por Poincaré [72] em seu tra-
balho sobre a teoria qualitativa de equagdes diferenciais. Junto com outras coisas, esse ponto de
vista o guiou na descoberta da dindmica cadtica no problema dos trés corpos na gravitacao new-
toniana [73-75]. Sua abordagem qualitativa para equagdes diferenciais foi desenvolvida numa
sistemdtica teoria por varios matemadticos, especialmente na Unido Soviética, e se estabeleceu
firmemente como uma nova ramificagdo matemadtica com o trabalho de Arnold [9] e Smale [77],
dentre outros. A ideia central nessa abordagem é que fendmenos estruturais relevantes sao in-
variantes por mudancas de coordenadas apropriadas, de modo a serem determinados puramente
pela topologia das trajetorias no espago de fase. Por exemplo, a presenca de um estado periddico,
como um ciclo limite, ¢ uma propriedade topolégica, mas o padrdo de onda detalhado, o periodo

e a forma do ciclo no espaco de fase nao sao.

Essa abordagem deliberadamente ignora varios detalhes do sistema que tém de ser supri-
dos por outros meios, usualmente por solu¢des numéricas ja que poucas EDOs nao-lineares
interessantes podem ser resolvidas explicitamente. Entdo por que precisamos de dindmica to-
poldgica quando qualquer problema pode ser entendido por computagdo numérica? Frequen-
temente ndo precisamos: simulacdes numéricas providenciam muitas das respostas requeridas.
Porém, solucdes numéricas algumas vezes fazem pouco sentido por si sé (elas revelam alguma
forma de comportamento mas nao explicam porque isso surgiu, ou se € algo tipico ou inco-
mum no contexto apropriado). Além disso, muitos modelos do mundo real incluem parametros

que podem ter muitos valores, tornando importante entender como as solucdes mudam a me-
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dida que esses parametros variam. Algumas abordagens numéricas existem para explorar essas
questdes, mas em geral, tais questdes podem exigir cilculos demasiadamente longos. Além do
mais, pode ser dificil organizar os resultados dentro de uma descricdo sensivel ao comporta-
mento do sistema. Dinadmica topoldgica pode ajudar nisso por fornecer um contexto sistematico
para organizar, classificar e reconhecer tipos bdsicos de comportamento, permitindo assim que

um padrao seja transferido de uma érea de aplicag@o para outras.

Os pioneiros do assunto perceberam que a abordagem topoldgica pode ser altamente eficaz
para uma bdsica, porém geral questdo: o que sistemas dinamicos podem fazer? O efeito dessa
mudanca de ponto de vista foi um pouco como o movimento zooldgico da coleta de borboletas
para a taxonomia lineana. Pds-Lineu, vocé ainda tinha que coletar borboletas para descobrir o
que existia na natureza, mas comegou a apreciar como elas se relacionavam com outras borbo-

letas e, mais crucialmente, com outras espécies.

Muitas classes especias de sistemas dindmicos carregam estruturas adicionais especificas.
Por exemplo, sistemas dinamicos simétricos sdo definidos por campos vetoriais equivariantes
com propriedades simétricas especificas. Sistemas hamiltonianos sao definidos por uma fun¢ao
hamiltoniana que € conservada ao longo de trajetdrias e induz uma estrutura simplética [77]. Em
redes de sistemas dinamicos acoplados, as varidveis que aparecem nas equacoes diferenciais e
a forma das equacgdes respeitam a arquitetura da rede. Quando o sistema apresenta estrutura
especial, € sensato exigir que mudangas de coordenadas adequadas preservem essa estrutura.
Essa restri¢cdo pode levar a novos fendmenos invariantes por esse tipo de mudanga de coorde-
nadas mais limitado. Exemplos disso nos trés contextos mencionados sd@o o grupo de simetria
de uma solugdo, a topologia de niveis de energia, e sincronia de nds especificos de uma rede,

respectivamente.

Um sistema de células acopladas é um sistema de equagdes diferenciais ordindrias (EDOs)
cuja estrutura apresenta-se como um numero finito de subsistemas (células) que sdo acoplados.
Ou seja, a dinamica de uma determinada célula depende dos estados de algumas das outras
células, bem como de seu proprio estado. Quais células estao acopladas podem ser especificadas
por uma rede exibida como um grafo direcionado (digrafo) G, cujos nés sao as células e cujas
arestas (direcionadas) correspondem aos acoplamentos. Ou seja, a célula i influencia a célula j

se houver uma aresta direcionada doné i paraond ;.

De modo abstrato, a topologia da rede (especialmente quando equipada com “rétulos”, es-
pecificando quando células ou acoplamentos sao “iguais”) determina uma classe ]-"é) de campos
vetoriais admissiveis [86]. As EDOs correspondentes sao precisamente os sistemas de células

acopladas cuja “arquitetura” coincide com a de G. Acontece que muitos aspectos da formagao
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de padrdes em sistemas de células acopladas sao principalmente consequéncias da topologia da

rede e que a escolha precisa de um campo vetorial admissivel é de relevancia secunddria.

Nesse nivel de generalidade, qualquer sistema dinamico pode ser pensado como um sistema
de células acopladas e, inversamente. No entanto, hd uma diferencga significativa no ponto de
vista. Um sistema de células acopladas é equipado com um conjunto distinto de observaveis
[47, Secdo 3.7], dadas pelos estados das células. Especificamente, assuma C = {1,...,n} e que
as células sejam indexadas por ¢ € C. Equipe cada célula ¢ com um espago de fase P, (uma
variedade suave de dimenso finita, que por simplicidade consideraremos como R¥() onde k(c)

¢ o nimero de “graus de liberdade” da célula ¢). Entdo, o espaco de fase total para o sistema €
P=P x--xP,

e o estado do sistema no momento ¢ € (x;(¢),...,x,(¢)), onde x.(z) é o estado da célula ¢ no
tempo 7. Observaveis distintas sao entao projegoes . : P — P, do espaco de fase total para os
espacos de fase das células. Essas projecdes sdo uma parte importante da estrutura no sentido
de que, por exemplo, as Unicas mudancas (permutacdes) de varidveis permitidas sdo as que

preservam essas projecoes [46,47].

A existéncia de observaveis distintas torna significativo comparar a dindmica de células dis-
tintas. Por exemplo, podemos dizer que as células i, j sdo sincronas se x;(¢) = x;(¢) para todo
t € R, ou que elas sdo “relacionadas por fase” com diferenca de fase 6 se ambas forem periddicas
e xj(t) = x;(t +0). Atualmente, existe uma enorme literatura sobre sincronia, relacdes de
fase e fendmenos dindmicos mais ex6ticos em sistemas de células acopladas, geralmente de-
nominados simplesmente “redes”: ver, por exemplo, Kuramoto [61], Pecora e Carroll [70],
Boccaletti er al. [11], Wang [92] e Watts e Strogatz [93]. A potencial gama de aplicacOes desses
sistemas também é enorme, incluindo comunicagdo via Internet, disseminagao de epidemias, ca-
deias alimentares em ecossistemas, redes metabdlicas, circuitos neurais, sequéncias de expressao
génica, cadeias de suprimentos comerciais, redes de energia elétrica, redes de transporte, fluxo

de multidoes, dentre outros.

Uma vertente da literatura concentra-se no efeito da simetria geral da rede na formacao de
padrdes espaciais e espaco-temporais (Golubitsky e Stewart [46,47], Dionne et al. [32]). As
aplicacoes incluem locomocdo animal (Buono e Golubitsky [20], Collins e Stewart [24-26],
Golubitsky et al. [51]) e teoria da evolugao (Antoneli [6], Cohen e Stewart [83], Elmhirst [34],
Dias e Stewart [29], Stewart [78,79], Stewart et al. [86], Vincent e Vincent [90]). Um analogo
foi aplicado a percepgao visual (Bressloff ef al. [13—15]) que foi recentemente retomado para

ilusdes dpticas (Golubitsky et al. [53], Stewart e Golubitsky [85]).
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No estudo da dindmica de redes, existe uma classe importante de redes, a saber, redes que
possuem um grupo de simetrias. Nesse contexto, existe um grupo de permutacdes de células (e
setas) que preserva a estrutura da rede (incluindo tipos de células e tipos de setas), e sua acao
em P ¢ dada pela permutacdo de coordenadas celulares. Além disso, as EDOs associadas tém

a forma J
X
E - f(.X),

em que o campo vetorial f é suave (C*°) e satisfaz

fyx)=yf(x) VxeP,yerl.

Ou seja, [ é equivariante sob a acdo do grupo I' no espago de fase P. A teoria dos sistemas
dindmicos equivariantes (ver Golubitsky e colaboradores [47, 51]) pode ser aplicada a esses
sistemas dinamicos. Nesta teoria, um papel central é desempenhado pelos subespagos de ponto

fixo dos subgrupos X C I', definidos por
Fix(¥)={xe P|ox=x VYo e€X}.

Subespacos de ponto fixo t€ém a propriedade importante de invariancia por fluxo: eles sdo inva-

riantes sob todo campo vetorial equivariante suave f, de modo que

S(Fix(¥)) € Fix(%).

Veja [47, Teorema 1.17] ou [51, Lema XIII 2.1] para a prova simples e as implicagdes
para quebra de simetria. Nesse contexto, existem dois principais teoremas de bifurcacao lo-
cal. O Lema de Ramificacdo Equivariante (ver Golubitsky, Stewart e Schaeffer [51, Teorema
XIII 3.3]) prova a existéncia de certos ramos de estados estaciondrios que quebram simetrias;
o Teorema de Hopf Equivariante [51, Teorema XVI 4.1] prova a existéncia de certos ramos de
estados periodicos de tempo que quebram a simetria espagco-temporal. No entanto, a existéncia
de simetrias de rede em cardter global é uma restricao muito forte, e acontece que, para muitos
propdsitos, € preferivel uma noc¢do mais fraca, desempenhada pelo grupoide de simetria da
rede (Stewart et al. [86]; Golubitsky et al. [48,52].

Um grupoide é uma generalizacdo de um grupo, no qual produtos de elementos nem sem-
pre sao definidos (Brown [17], Higgins [57]). O grupoide de simetria é uma formalizacdo das
“simetrias locais” de uma rede de células acopladas que relacionam subconjuntos da rede en-
tre si. Em particular, os campos vetoriais “admissiveis” — aqueles especificados pela topologia
de rede — sdo precisamente aqueles que sdo equivalentes pela acdo do grupoide de simetria
(Stewart et al. [86]).
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Estrutura da Dissertacao

Neste trabalho, abordamos os diversos conceitos relacionados ao formalismo de redes de
sistemas dinamicos acoplados do ponto de vista estabelecido a partir do grupoide de sime-
tria. Vamos detalhar a teoria da bifurcacdo de “quebra de sincronia” de sistemas acoplados
associados a redes ditas regulares nao necessariamente simétricas e, em particular, estabelecer
condi¢Oes para andlogos do Lema de Ramificagdo Equivariante (Golubitsky, Stewart e Scha-
effer [51, Teorema XIII 3.3] e do Teorema de Hopf Equivariante [51, Teorema XVI 4.1]. O
Capitulo 1 analisa os conceitos pertinentes dos sistemas dinAmicos acoplados e suas redes as-
sociadas. Em particular, damos uma definicao formal de uma rede de células acopladas, ex-
plicamos sua representacdo grafica, discutimos campos vetoriais admissiveis e demarcamos o
importante conceito de uma relagao de equivaléncia balanceada. O Capitulo 2 define redes
regulares e estabelece algumas das propriedades de teoria de bifurcagcdo local para descrever
um anélogo do Lema de Ramificacdo Equivariante (Teorema 2.25) para redes regulares e suas
linearizag¢des. O Capitulo 3 introduz as classes de sistemas dindmicos do tipo grandiente e ha-
miltoniano com uma caracterizacao de sua estrutura no contexto de redes regulares para declarar
e provar a versdao hamiltoniana do Lema de Ramificagdo Equivariante (Teorema 3.32), do Te-
orema de Hopf Equivariante (Teorema de Hopf Hamiltoniano 3.32) e o Teorema do Centro de
Lyapunov (Teorema 3.37) para redes acopladas, enquanto o Capitulo 4 é dedicado a uma visao

de potenciais aplica¢des dos conceitos descritos.

1.1 Diagramas de Rede

1.1.1 Motivacao

Comecamos com o sistema mais simples de duas células idénticas (com coordenadas x; € x;
em R¥). Sem fazer nenhuma suposicio especifica da forma da “dindmica interna” de cada célula
ou da forma do “acoplamento entre células”, as equacdes diferenciais para o sistema acoplado

tém a forma

X1 = f(x1,x2),
(1.1)
X2 = f(x2,X1);
isto é, a mesma fung¢do f governa a dinAmica de ambas as células. Existem trés questoes que

discutimos sobre o sistema (1.1) : o grafo (diagrama de rede) associado a um sistema de células

acopladas, simetria e sincronia.
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Informalmente, a rede de um sistema de células acopladas € um grafo direcionado finito
cujos nds representam células e cujas setas representam acoplamentos. Os nds sdo rotulados
com o mesmo simbolo para indicar células equivalentes, que possuem o mesmo espago de
fase e a mesma dindmica interna. As setas sdo rotuladas com o mesmo formato para indicar
acoplamentos equivalentes. O grafo associado ao sistema (1.1) € apresentado na Figura 1.1.
Pensamos neste grafo como representando um par de sistemas de equacdes diferenciais como
descrito a seguir. As duas células sdo indicadas por simbolos idénticos, portanto, elas t€ém as
mesmas varidveis de estado. Ou seja, as coordenadas x; da célula 1 e x, da célula 2 estdo no
mesmo espaco de fase R¥. Como podemos trocar as células 1 e 2 sem alterar o grafo, assumimos
que o mesmo vale para o sistema de equagdes diferenciais e que elas devem ter a forma (1.1).
Observe que, para que esse intercambio funcione, a seta 1 — 2 deve ser a mesma que a seta

2 — 1 para expressar o comportamento da troca de varidveis.

O=O

Figura 1.1: Uma rede de 2 células com acoplamento simétrico.

A discussao na secdo anterior pode ser resumida pelo seguinte: a permutagdo o (xy,X3) =
(x2,x1) € uma simetria do sistema (1.1). De fato, temos mais do que isso: todo sistema de
equacdes diferenciais em R¥ x R* que é equivariante em relacdo a o tem a forma (1.1). Ou
seja, abstratamente o estudo de pares de células idénticas que sdo acopladas de forma idéntica
€ o mesmo que o estudo de sistemas o-equivariantes. Duas consequéncias decorrem dessa
observagdo. Primeiro, a sincronia nos sistemas de duas células (solugdes como x(¢) = x,(t)
para todo tempos ¢) € um fendmeno robusto e nao deve ser visto como surpreendente. Segundo,
as solugoes periddicas de tempo podem exibir um tipo de sincronia generalizada na qual as duas

células oscilam com diferenca de meio periodo de fase.

A primeira observacao pode ser reafirmada da seguinte forma: o subespacgo diagonal V =
{x] = x5} C R¥ x R¥ ¢ fluxo-invariante para todos os sistemas (1.1). Esta observacio pode ser

verificada de duas maneiras. Por inspec¢ao direta, restringindo (1.1) a V', obtendo

X1 = f(x1,x1),

X1 = f(x1,x1).

Dai resulta que, se as condigdes iniciais de uma solugdo satisfizerem x;(0) = x,(0), entdo
x1(t) = x,(t) para todo tempo ¢, e V € fluxo-invariante. Como alternativa, podemos observar
que V € o subespaco de ponto fixo Fix(o), e os subespacgos de ponto fixo sdo bem conhecidos por

serem fluxo-invariantes (consulte [47, Teorema 1.17] ou [51, Lema XIII 2.1] para mais detalhes).
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A segunda observacgdo € relacionada a teoremas gerais sobre simetrias espaco-temporais de
solugdes periddicas em sistemas simétricos de EDOs. Existem dois tipos de teoremas neste con-
texto: teoremas da existéncia, afirmando que certas simetrias espago-temporais sdo possiveis,
e teoremas de bifurcacdo, descrevendo cendrios particulares que podem gerar tais solucdes. O
Teorema H/K [20,47] é um teorema de existéncia: ele estabelece condigdes necessarias e su-
ficientes para que solugdes periddicas com um determinado grupo de simetria espago-temporal
sejam possiveis. Em particular, ele implica a existéncia de fungdes f com solugdes periddicas
de periodo T satisfazendo

.).Cz(l)le(l+T/2) (12)

desde que o espaco de fase de cada célula tenha dimensdo k > 2. Portanto, estados com esse
tipo de padrdo espago-temporal podem existir. De fato, eles podem existir de maneira robusta
(ou seja, podem persistir quando f € perturbada) e, portanto, sao tipicos nos sistemas de células
acopladas apropriados. Nesse caso, podemos dizer mais: essas solu¢des podem surgir através da
bifurcacdo de Hopf. Isso € uma consequéncia da teoria geral de bifurca¢ao de Hopf simétrica, em
especial do Teorema de Hopf Equivariante (Golubitsky e Schaeffer [43]; Golubitsky e Stewart
[46]; Golubitsky et al. [51]) que fornece condi¢des sob as quais estados relacionados a fase desse
tipo ocorrem. (Observe que quando k = 1, solugdes periddicas ndo-constantes que satisfazem

(1.2) devem cruzar a diagonal V' e, portanto, estar em V' o tempo todo, o que é uma contradi¢do.)

Exemplo 1.1. O modelo BIG para diabetes, Topp et al. [87] tem a seguinte forma:

G=a—(b+cl)G

. dG?

I:ﬁ(e+G2)—fI (1.3)
B=(-g+hG-iG*/pB

onde os termos G = nivel de glicose, / = nivel de insulina, e 8 = massa de B-células dependem
do tempo . Os outros termos a, b, ¢, d, e, f, g, h, i sdo parametros reais cujo valor é constante

durante qualquer compilagdo particular do modelo ou outro sistema.
Uma rede surge quando consideramos quais varidveis dependem das demais. Temos que:
e avariacdo em G depende de G e I mas nao de S.

e avariacdo em / depende de G, I e .

e avariacdo em S depende de G e § mas ndo de /.

Torna-se natural registrar essas relagdes de dependéncia como a rede (chamada de diagrama de

bloco em algumas dreas de aplicacao) mostrada na Figura 1.2. Nesta, cada variavel € represen-
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tada por um simbolo de célula (circulo, quadrado, hexdgono) e setas mostram quais varidveis
afetam qual varidvel de estado da célula dada. Os diferentes simbolos de célula indicam dife-
rentes “tipos de célula”, significando que o formato da equagao € diferente nestas células, assim
como o espago de fase. Os diferentes simbolos de setas (s6lida, pontilhada, etc.) indicam dife-

rentes “tipos de seta”, significando que o formato de acoplamento € diferente para estas células.

©
1] «—

Figura 1.2: Representacao da rede do modelo BIG.

Em tal representacdo, simbolos individuais de células ou setas ndo tem significado extra por
si s6. Sua interpretacdo depende do diagrama inteiro. Por exemplo, em (1.3) o acoplamento de
G e B para I ndo € uma soma de termos em G e f§ separadamente, mas uma combinacgio de
ambos. Acoplamentos ndo precisam ser aditivos: na equacao de G a variavel / aparece como

um produto ¢/ G, por exemplo.

Exemplo 1.2. Considere uma EDO representando 3 neurdnios acoplados de FitzHugh-Nagumo

(FitzZHugh [38], Nagumo et al. [68]) :

v; =vi(a—vy)(vi—1)—w; —cvy Wy = bvy —yw,
V2 = va(a—v3)(va—1) —wy —cv3 Wy =bv, —yws (1.4)
U3 =v3(a—v3)(v3—1) —w;3 —cv; W3 = bvz —yws

onde v; € o potencial de membrana da célula i, w; € um substituto para uma corrente i0nica e a,

b, y sdo parametros reais constantes com 0 <a < 1,b <0, y > 0 e ¢ € a forca do acoplamento.

Em (1.4) as equacdes sdao as mesmas para cada neur6nio a menos de apropriadas permutacoes
de varidveis. Em outras palavras, os neuronios individuais sdo idénticos assim como os acopla-
mentos. Disso, o digrama natural neste caso € um anel de trés células idénticas (mesmo tipo de
célula) com idéntico acoplamento unidirecional (mesmo tipo de seta) como na Figura 1.3.
Oknd©,

Figura 1.3: Representacdo da rede de um anel de trés idénticos neurdnios de FitzHugh-Nagumo com
acoplamento unidirecional idéntico.
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O espago de estado da célula i é agora 2-dimensional com varidveis (v;,w;). Como as
varidveis entram nas equacdes do mesmo modo para cada i sujeitas a permutacao ciclica, as
células t€ém o mesmo tipo assim como as setas, o que se traduz no diagrama pelo uso de circulos

e setas iguais. O grupo de simetria é Z3 gerado pelo 3-ciclo (123) atuando nos pares (v;, w;).

Ressaltamos que, quandoa =b =y =0.5e ¢ = 2, o sistema (1.4) exibe um estado periédico
estavel em que as células sucessivas t€m um ter¢co de um periodo fora de fase. A Figura 1.4 abaixo
ilustra o padrdo para v; mas o mesmo padrao ocorre para w;. Este estado € uma onda rotativa

discreta que exibe simetria espagco-temporal induzida pela acao de Zs:

x2(t) = x1(t =T/3) x3(t) = x1(1 —2T/3)

Figura 1.4: Oscilacdes periddicas do anel de 3 células exibindo um periodo 1/3 fora de fase. Séries
temporais de vy (grossa), vy (fina) e v3 (tracejada). Reproduzido de [47].

Com as devidas adequagdes, muitos resultados de dindmica equivariante se aplicam a redes
simétricas. Contudo, poucos modelos em ciéncias aplicadas exibem simetrias globais. Porém,

ha redes que, apesar de nao ter simetria no sentido global, podem exibir padrdes de sincronia.

Em 2002, Marcus Pivato descreveu uma rede de 16 células que tinha um estado periddico
em que os nos foram particionados em 4 subconjuntos de 4 nds. As células em cada particdao
eram sincronas enquanto células em parti¢oes distintas apresentavam a mesma dinamica a me-
nos de um deslocamento de fase multiplo de 1/4 do periodo. Tratava-se de uma onda rotativa
induzida por Z4, exceto pelo fato da rede ndo possuir simetria Z,4. Com isso em mente, Marty
Golubitsky, Ian Stewart e demais colaboradores propuseram uma teoria para estudar esse tipo

de rede partindo da no¢ao de simetria local, estabelecendo o formalismo via grupoides [48,52].

1.1.2 Modelagem

Um diagrama de rede nao especifica uma EDO como tal. Em particular, ele ndo nos diz

nada sobre a equacdo em si. Ao invés, o diagrama age como uma representagdo esquematica de
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quais varidveis afetam as demais, especificando quando a mesma equacao se aplica a varidveis
correspondentes. Deste modo, cada diagrama determina uma classe de EDOs que “respeita
a estrutura da rede”. Além do mais, certas propriedades dinAmicas podem ser comuns para
todas as EDOs nessa classe, e dai, surgem certas propriedades para esta rede. Incluem-se ai
possiveis padroes de sincronia, relagdes de fase em estados periddicos e uma interpretagdao
tedrica de homeostase (Golubitsky e Stewart [49]) que foi aplicada a regulagcdo genética eucari-
ota por Antoneli et al. [8]. Outras propriedades dependem das equagdes, de modo que a teoria
formal separa propriedades que sao tipicas para todas as redes de um dado diagrama das propri-

edades que sdo especiais e dependem dos termos precisos na equagao.

Numa abordagem convencional de modelagem, as equagdes sio escolhidas a principio usan-
do termos especificos que refletem (ou presumem) aspectos da Biologia ou Fisica do sistema
sendo modelado. Por exemplo, o termo d G?/(e + G?) no modelo BIG em (1.3) tende a uma
constante d para G suficientemente grande, modelando uma propriedade de resposta da insulina
para grandes niveis de glicose. Outras EDOs consistentes com a arquitetura da rede nao precisam
se comportar deste modo, mas provavelmente, ndo seriam apropriadas para modelar diabetes.
Tendo estabelecido equagdes especificas que incorporam vdrias suposicoes desse tipo, elas po-
dem ser estudadas analiticamente ou numericamente para ver como as solucdes se comportam.
Em circunstincias em que ha forte justificativa para a escolha de uma férmula especifica, esse

tipo de modelo € uma representagdo precisa do sistema real.

Entretanto, especialmente na Biologia, muitas vezes ha muita flexibilidade na escolha da
férmula e a literatura tipicamente considera muitas variantes. E aqui que a filosofia “indepen-
dente de modelo” apresentada aqui difere dessa convencional abordagem “dependente de mo-
delo”. Ela oferece algumas vantagens ao distinguir entre os aspectos da solug¢ao que sio sensiveis
a formula exata empregada e aqueles que sao relativamente robustos e dependem principalmente
da arquitetura da rede. Modelos especificos ainda sdo importantes; por exemplo, para descobrir
quais valores de pardmetro levam a tipos especificos de comportamento. Mas eles podem ser
usados no contexto do conhecimento de que tipo de comportamento deve ser esperado com base
na estrutura da rede. Isso evita o perigo de atribuir comportamento previsto a uma férmula
especifica quando € na verdade um resultado da estrutura da rede e que ocorreria para outras

férmulas.

Este ponto de vista muda a énfase para uma abordagem de dois estdgios. Primeiro, entender
propriedades independentes do modelo. Segundo, considerar as propriedades dependentes do
modelo no contexto das independentes para descobrir que informagao extra a escolha especifica

do modelo adiciona. O primeiro passo motiva a definicdo de uma configuragdo formal para
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dindmica de redes e a elaboracao dos principios gerais que se aplicam. O objetivo inicial € usar
a estrutura de rede para definir uma classe natural de equagdes diferenciais cuja estrutura seja

compativel com uma dada rede. Dizemos que tais EDOs sdo “admissiveis”.

Ha varias formulacdes gerais na literatura. Por exemplo, Kuramoto [61] considera dindmica

interna nao-linear acrescida de acoplamentos lineares:

dx;
i = fz-(x,-)+§jai,-x,- (1.5)

d

com f; ndo-linear e constantes a;; complexas para algum conjunto de nés de entrada j. A ideiaé
que cada célula tenha dindmica interna ndo-linear f; e acoplamentos lineares dados pela matriz
(aij). A expressdo (1.5) pode ser motivada como uma pragmadtica aproximagao de baixa ordem
para equagOes mais complicadas, onde a linearidade corresponde a um acoplamento fraco (para

remover acoplamentos basta assumir um termo a;; relevante como sendo zero).

Outra escolha comum é assumir que os nds representam “osciladores de fase” cujo espago
de estado é um circulo S! e um estado 6 € S' descreve a fase do oscilador. Neste modelo as

amplitudes das oscilagdes sdo ignoradas.

Muitas vezes, os sistemas de células acopladas sdo usados como modelos em um sentido
esquemadtico: a forma exata que as equacdes do modelo podem ter € desconhecida. Tudo o que
se sabe € quais células t€ém influéncias iguais em outras células. Os exemplos de 2 células e
de Fitzhugh-Nagumo mostram isso. Nesses casos, € a simetria do sistema acoplado que € a
suposi¢ao importante de modelagem, ndo as equacdes detalhadas para as células. Qual forma-

lismo € apropriado depende das perguntas feitas.

Por exemplo, no modelo de neurdnios de Fitzhugh-Nagumo (1.4), as células podem repre-
sentar neurdnios individuais ou, como € mais provavel, colecoes de neurdnios? A dinamica in-
terna de cada célula deve ser modelada por um tnico sistema ou, mais realisticamente, por uma
colecao de sistemas? Em muitos casos, essas questoes sdo secundarias porque ndo hé razoes

fisicas ou bioldgicas bem estabelecidas para fazer qualquer escolha especifica.

1.2 Sistemas e Redes de Células Acopladas

Comecaremos agora a criar uma estrutura formal para a dinamica de redes. Por razoes
vagamente relacionadas ao uso de modelos bioldgicos e para distinguir o tépico da teoria de
grafos padrdo, os termos “vértice” e “aresta direcionada” foram substituidos por “célula” (ou

“nd”) e “seta” nos primeiros trabalhos. Por coeréncia com a literatura, faremos o mesmo aqui.
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Definicao 1.3. Uma rede de células acopladas G = G(C,S) constitui-se de:

(a) Um conjunto finito C = {1,2,...,n} de células.
(b) Um conjunto finito S de setas.

(c) Dois mapas H:S —Ce T : S — C tais que cada seta s € S tem uma cabeca H(s) € C e

uma cauda T (s) € C.

(d) Uma relagao de equivaléncia ~¢ sobre as células em C que as classifica em tipos de acordo

com seu espaco de fase.

(e) Uma relacdo de equivaléncia ~g sobre as setas em S que as classifica em tipos de acordo

com seus conjuntos de entrada.

(f) Duas condigdes de compatibilidade: Se sy, s, € S sdo ~g-equivalentes, entdo H(sy) e H(s2)

sdo ~c¢-equivalentes, e do mesmo modo, 7 (s1) € T (s2).

De agora em diante, muitas vezes abreviaremos “rede de células acopladas” para “rede”.
Uma rede pode ser representada graficamente por seu diagrama. As setas sdo decoradas de
maneira semelhante para distinguir tipos usando linhas pontilhadas ou onduladas, diferentes
pontas e assim por diante. Cada seta s sai de 7 (s) para H(s). O diagrama é um digrafo rotulado

de modo que os rétulos sao representacdes graficas de células especificas.

Observacdo 1.4. Uma seta pode ter a mesma cabeca e cauda, formando uma auto-conexdo de
uma célula para si mesma representada por um laco. Duas setas distintas (do mesmo tipo ou de
tipos diferentes) podem ter a mesma cabeca e a mesma cauda, produzindo miltiplas conexoes
entre as duas células. Esta formulagcdo tem vérias vantagens técnicas sobre a versdao mais res-
trita descrita em [86]. Por exemplo, redes quocientes (que sao relevantes a no¢ao de sincronia)
naturalmente levam a multiplas flechas, e as condi¢cdes de contorno de Neumann (no sentido
de Epstein e Golubitsky [36]) naturalmente levam a auto-acoplamentos [52, Secdo 1]. Mais
significativamente, os campos vetoriais admissiveis sempre se “levantam” das redes quocien-
tes [52, Teorema 5.2]. Este nao € o caso no formalismo de [86], onde as condi¢cdes necessarias

e suficientes para levantamento foram derivadas por Dias e Stewart [30].

Em retrospectiva, o formalismo de [86] pode ser visto como um caso especial do forma-
lismo de multiplas setas, no qual exigimos que todas as setas sejam Unicas € nao permitam auto-
acoplamentos. Os principais resultados deste capitulo sdo validos em qualquer formalismo, com
provas muito semelhantes. Por definicdo, trabalhamos no formalismo de multiplas setas, devido

as vantagens técnicas acima mencionadas, ao preco de pequenas complicagcdes nas definicoes.

A Figura 1.5 mostra alguns exemplos e aproveitamos para ilustrar alguns tipos bdsicos de
arquitetura de rede (isto é, topologia de rede) ao mesmo tempo. O exemplo “genérico” ao final

ilustra algumas possibilidades consistentes com o formalismo e ndo tem relevancia especial.
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Figura 1.5: Exemplos de redes de células acopladas.

Uma rede € conexa (ou chamada de fracamente conectada) se o grafo subjacente € conexo.
Um digrafo € conexo por caminhos (ou fortemente conectado) se ele contém um caminho orien-
tado para cada par de células em ambos sentidos. Caso contrario, uma rede € desconexa quando
divide-se em componentes conexas disjuntas. Um exemplo de rede conexa que € desconexa por
caminhos pode ser observado na rede de alimentagdo direta acima, pois ndo ha uma seta com

cauda na célula 3 e assim niao hd caminho que a conecta a outras células nesse sentido.

1.3 Grupoide de Simetria de uma Rede

Dada umarede G = (C,S, ~¢,~s) como na Defini¢ao 1.3, podemos definir o grupoide de
simetria Bg de G. Esta definicdo se concentra na nocao de conjunto de entrada, o qual € ttil
quando certas sub-redes em questdo codificam as entradas das células, pois indica quando as

células em questdao “t€ém os mesmos tipos de acoplamentos” como um tipo de simetria parcial.

Definicao 1.5. Sejac € C. O conjunto de entrada de ¢ é o conjunto I(c) de todas as setas s € S
tais que H(s) = c¢. Ouseja, I(c) ={s € S | H(s) =c}.

Um elemento de /(c) € chamado de seta de entrada em c.
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Definicao 1.6. Um isomorfismo de entradas B : 1(c) — 1(d) € uma bijecdo entre conjuntos de
entrada que preserva o tipo de seta, ou seja, s ~g B(s) para todo B e toda seta s € I(c). (Note

que B1(s") é ~g-equivalente a s’ para todo s’ € I(d))

Se existe um isomorfismo de entradas 8 : I(c) — I(d) dizemos que c e d sdo isomorficas

por entradas ou equivalentes por entradas.

Definicao 1.7. A relagdo de equivaléncia por entradas ~g em C € definida por ¢ ~g d se, e

somente se, existe uma bijecao

B:1(c)— I(d)
tal que, paracadai € I(c),

i~s p(i)

O conjunto de entradas € importante porque codifica quais células estao conectadas a quais
e por qual tipo de seta. Células equivalentes por entradas recebem os mesmos acoplamentos das

células relevantes da rede.

Exemplo 1.8. Seja G a rede da Figura 1.6 abaixo.

AR
D=O—0C

Figura 1.6: Uma rede de 5 células.

Os conjuntos de entradas das cinco células sao mostrados na Figura 1.7.
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Figura 1.7: Conjuntos de entradas da rede de 5 células. Da esquerda para a direita: 7(1), 1(3), 1(4),

1(2), 1(5). Estritamente, as setas constituem o conjunto de entradas mas é conveniente também mostrar
as células da cabeca e cauda delas.
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Vemos que as células 1 e 2 sao isomorficas por entradas, assim como as células 3 € 5. Porém,
as células 1 e 3 ndo s@o isomorficas por entradas. Apesar de ambas receberem duas entradas, os

tipos de seta sao diferentes.

O conjunto de todos os isomorfismos de entradas da célula ¢ para a célula d é denotado por

B(c,d). Definimos entdo

Bs= |J B(c.d)

c,deC

Uma operacao de produto natural pode ser definida em B¢ da seguinte maneira: os elementos
B> € B(c,d) e B, € B(a,b) podem ser multiplicados apenas quando b = ¢ e, neste caso, 8,8 €
B(a,d) € a composicdo usual de fungdes. Agora Bg € um grupoide cujos objetos sdao os nés
de G, e os Bg-morfismos sdo os elementos dos conjuntos B(c,d ), com a operagdo do produto
entre os morfismos como definido acima. A estrutura algébrica de um grupoide foi introduzida
por Brandt [12] e trabalhada em detalhes por Higgins [57] e Brown [17]. Seguindo [52, 86]
chamamos Bg de grupoide de simetria da rede G. Para qualquer ¢ € C, o subconjunto B(c,c) €

um grupo conhecido por grupo de vértice correspondente a c.

A estrutura de grupoide pode ser vista como um efeito colateral do formalismo ao invés de
um ingrediente vital. Grupoides carregam localmente a estrutura de um grupo combinada com
a nocao de componentes conexas de um grafo. Seu uso se justifica pelo fato de ndao estarmos
lidando com meras bijecoes em conjuntos mas com bijecdes que preservam tipos de células e

conjuntos de entradas, ainda que apenas em cardter de composicao local.
Definicao 1.9. Um subconjunto Q C Bg € um subgrupoide se € fechado por Bg-composigoes.

Definicao 1.10. Seja [E] uma classe de ~ g-equivaléncia. O subgroupoide

QIED = ] B(c.d)

c,d€[E]

€ uma componente conexa de Bg.

1.3.1 Estrutura de B(c,d)

Seja B(c,d) € Bg. Podemos especificar a estrutura do conjunto B(c,d) em termos da

estrutura de G. Distinguimos trés casos:

1. Se ¢ £g d entao B(c,d) = @.
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2. Se ¢ = d, podemos definir uma relacao de equivaléncia =, em 7 (/(c)) por
TG =T (J2) &= ji1~s j2 (1.6)

onde ji, j» € I(c). Se K1,K>,..., Ky sdo as classes de =.-equivaléncia (em 7 (I(c))),
entao

B(c,c) =Sk, x... XSk (1.7)

r(c)
onde cada Sk, compreende todas as permutagdes do conjunto K;. Se estendermos pela

identidade em 7 (/(c))/K;, existe um mergulho natural de Sk, % ... x Sg,,.,, € assim, de

r(c)?

B(c,c) no grupo S, (), em que n(c) = |7 (I(c))|.
3. Sec #d ec ~pg d (de modo que B(c,d) # 9), entdo para qualquer B € B(c,d) temos

B(c,d) = BB(c,c) = B(d,d)B

Para provas dos fatos acima, consulte [86], final da Secao 3.

1.4 Campos Vetoriais Admissiveis

Agora tornaremos precisa a conexado entre sistemas de células acopladas e redes de células
acopladas. Essencialmente, a rede é um diagrama esquematico (grafo), enquanto o sistema € um
conjunto de EDOs cujos acoplamentos correspondem as setas da rede. Para obter essas EDOs,
devemos associar as varidveis x. as células ¢, ou seja, devemos escolher um espaco de fase para

cada célula.

1.4.1 Espacos de Fase

Por um sistema de células acopladas, queremos dizer uma rede de sistemas dindmicos aco-
plados, onde usamos um digrafo rotulado G (ou seja, uma rede de células acopladas no sentido
da Definicdo 1.3), cujos nds correspondem as células e cujas setas representam acoplamentos.
O termo “acoplamento’” aqui € usado no sentido de que a saida de certas células afeta a evolugao

no tempo de outras células.

Novamente, seguimos o tratamento de Stewart et al. [86] e Golubitsky ef al. [52]. Considere
uma rede de células acopladas G = (C,S,~¢,~5s), com grupoide de simetria Bg. Desejamos
definir uma classe fgp de campos vetoriais admissiveis correspondentes a G. Esta classe consiste
em todos os campos vetoriais que sao compativeis com a estrutura do digrafo rotulado e depende

de uma escolha de um espaco de fase total P.
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Para cada célula ¢ € C, associamos um espaco de fase P., que por simplicidade assumimos
ser um espago vetorial real de dimensao finita ndo-nula. Em geral, tal espaco deve ser uma vari-
edade diferencial. Porém, a fim de evitar excessos do formalismo de variedades (como fibrados
tangentes), assumimos que P, = R¥¢ é um espago vetorial real. Para teoria de bifurcacio local
isso é suficiente. Porém, para alguns propdsitos outras escolhas sio necessdrias, como P, = S!

para sistemas de osciladores de fase por exemplo.

O papel da relacdao de ~c-equivaléncia € identificar os espagos de fase de células equiva-

lentes, ou seja: se ¢ ~¢ d entdo temos P, = P;. O espaco de fase total da rede é dado por

P=HPC.

ceC

1.4.2 Funcoes Admissiveis

Para cada rede G e cada escolha especifica de coordenadas de célula x. que preserva o tipo
de célula, associamos o espaco de todas as EDOs que sao compativeis com a arquitetura da rede.
Tais EDOs sao chamadas sistemas de células acopladas, o qual abreviaremos para “SCAs”. Para
definir essas EDOs, associamos a G um espaco de campos vetoriais admissiveis. Quando todos
os P; sdo espagos vetoriais reais, nos referimos a eles como espacos de fungoes admissiveis (do

fato que o espago tangente de R* em qualquer ponto é R¥).

Exemplo 1.11. Considere novamente a rede do Exemplo 1.8. Nela temos dois tipos de célula
e quatro tipos de seta. Escolhemos coordenadas (x1, x5, X3, X4,X5) para as células 1, 2, 3,4 e
5, respectivamente. Pela equivaléncia de células, temos P = P, e P3 = P5. Assim, um SCA

toma a seguinte forma:

X1 = f(x1,%2,x3)

X2 = f(x2,x1,X5)

X3 = g(x3,Xx1,X4) (1.8)
X4 = h(x4,X1,X2,X3)

Xs = g(xs5,X2,X4)
com funcdes suaves arbitrarias

f:P1XP2XP3—>P1
g: P3x Py xPy— P3
hZP4XP1XP2XP3—>P4
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Primeiramente, explicaremos como essa forma foi obtida a partir da rede. Considere a pri-
meira equacdo, a qual diz respeito a célula 1. A componente do campo vetorial € f(xq,x2,X3).
A primeira entrada x; € a coordenada da célula e representa o seu estado interno. As outras duas
entradas correspondem as coordenadas de entradas originadas pelas células nas caudas das duas
setas que apontam para a c€lula 1, como mostrado na Figura 1.7. Da mesma forma, as equacoes
para as células 2, 3, 4 e 5 abrangem a coordenada da célula e as coordenadas de entradas, com a
coordenada da respectiva célula sendo distinguida das demais ao aparecer na primeira entrada da
funcdo componente. Fazemos isso pois a coordenada da célula ndo € representada por uma seta
(seria possivel adicionar uma auto-conexao explicita para representar essa varidvel, no entanto,

essa seta teria de ser naturalmente distinguida de quaisquer outras possiveis auto-conexdes).

Vemos na Figura 1.7 que células 1 e 2 sdo equivalentes por entradas: cada uma recebe
uma seta tracejada e uma de ponta arredondada, o que produz 0 mesmo conjunto de entradas
apesar das caudas serem distintas. Admissibilidade significa que a mesma fungdo f se aplica
as células 1 e 2. As varidveis s@o escritas em uma ordem que respeita essa equivaléncia: as

varidveis correspondentes vém de células na cauda de setas do mesmo tipo.

A equacdo da célula 3 tem uma funcdo distinta g pois essa célula ndo tem entradas equi-
valentes com 1 e 2. Como a célula 5 tem entradas equivalentes a 3, usamos a mesma g com
varidveis correspondendo através do isomorfismo de entradas. Na célula 4 temos uma nova
propriedade: nela entram duas setas equivalentes (de 1 e 2). Assim, existe um isomorfismo de
entradas de /(4) em si proprio que permuta essas setas. A admissibilidade requer que % seja
simétrica nessas coordenadas, ou seja, h(x4,X1,X2,X3) = h(x4,X2,X1,x3) como indicado pela

barra sobre as variaveis.

Repetimos que o papel central de uma rede de células acopladas é codificar uma classe de
EDOs cujos acoplamentos seguem a arquitetura da rede. Em seguida, buscamos propriedades
que sdo “tipicas” para todas as EDOs nesta classe, conforme explicado abaixo. O formalismo ndo
pretende definir uma EDO especifica. Em vez disso, determinada uma dessas classes, queremos

distinguir propriedades que sdo tipicas dessa classe daquelas que nao sao.

Descreveremos um procedimento para definir campos vetoriais admissiveis. Paracadac € C,
escolha coordenadas x, em P.. Do espaco de fase P utilizamos o sistema de coordenadas
X = (X¢)cec. Agora, suponha que D = (dy,...,d,,) € qualquer subconjunto finito de m células

em C. Em particular, a mesma célula pode aparecer mais de uma vez em D. Defina

Pp=Ps x...x Py,

com xp = (Xd,,..-,Xd,)
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onde x4; € P4; com Py, sendo um espago kj-dimensional.

Com um campo vetorial em Pp, devidamente adaptado as coordenadas, podemos entdao

abranger as componentes f., ¢ € C de modo que

fC:PID%PC‘

Além disso, impomos condicdes extras em f. para admissibilidade em refletir a arquitetura

da rede do seguinte modo:

Definicao 1.12. Seja G uma rede. Um campo vetorial f : P — P € G-admissivel se satisfaz:

(a) Condigdo de dominio: para cada célula ¢ a componente f. depende apenas da varidvel x,.
e das varidveis de entrada x7() com e € I(c). Ou seja, existe uma funcdo (suave) f:; :
P. X Pr(i(c)) = P tal que
o) = fe(e %700

(b) Condigdo de simetria: se ¢ é uma célula, f, € invariante por permutacdes de coordenadas

originadas por setas equivalentes.

(¢) Condicao pullback: se células ¢ # d sdo equivalentes por entradas, as componentes f. e
fa s@o idénticas, sendo suas varidveis correspondentes a algum isomorfismo de entrada. Ou

seja, paratodo c,d € Ce B € B(c,d) temos

fa(xa, xra@) = fexa, B* (xra@))

para todo x € P.

Podemos explicitar a condic¢do pullback considerando qualquer 8 € B(c,d) e entdo defini-

mos a fungdo pullback
B*: Prawy = Pruce
por
(B*@)716) = 27B0))
paratodoi € I(c) e Z € Pr((a))-

Usamos fun¢des pullback para relacionar diferentes componentes do campo vetorial em

questao. Note que o Exemplo 1.11 exibe consequéncias de todas as trés condicoes.

Teorema 1.13 ( [30, Teorema 4.2]). Seja G = (C,S,~¢c,~s) uma rede e Bg o grupoide de
simetria associado. Um campo vetorial f : P — P de uma escolha de P, é Bg-equivariante

se, e somente se, para cada componente conexa Q de Bg (cada classe de ~ g -equivaléncia):
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(a) fAc ¢ B(c,c)-invariante para algum c € Q.

(b) Parad € Q tal que d # c, dado (qualquer) B € B(c,d), temos
fd(xd»x’r(l(d)) = ];c(xd»ﬂ*(xT(I(d)))

Demonstragdo. Esta é uma generalizacao de [86, Lema 4.5] e segue diretamente da Secao 1.3.1

e da condi¢do pullback. U

Temos um SCA associado a qualquer fungdo admissivel f como

dx

=/ (1.9)

Se f também depende de um parametro A e é admissivel como fung@o de x para qualquer A

fixo, temos uma familia de fun¢des admissiveis. Tais familias surgem em teoria de bifurcacao.

1.4.2.1 Funcoes Fortemente Admissiveis

Uma classe especial de fun¢des admissiveis desempenha um papel fundamental na teoria,
principalmente como uma ferramenta técnica em demonstragdes. Em dindmica equivariante te-
mos um recurso muito util: compor duas fungdes equivariantes produz uma funcao equivariante.
No entanto, exemplos simples mostram que funcdes admissiveis geralmente ndo possuem essa

propriedade. Isso pode ser consertado considerando uma classe de fun¢des mais restritiva:
Definicao 1.14. Uma funcao fortemente admissivel € uma fungdo g tal que:

(a) g, depende apenas de x,. para cada célula c.

(b) Sec ~¢ d,entdo g. = gg4.
Segue que g(x) = (g1(x1),...,gn(x,)), onde g. = g4 sempre que ¢ e d sdo equivalentes
por células.

Proposicao 1.15 ( [52, Lema 6.3]). Seja f : P — P uma fun¢do admissivel e g : P — P uma

funcdo fortemente admissivel. Entdo:

(a) Se g é um difeomorfismo, entdo g~ também é fortemente admissivel.

(b) Ambas fg e gf sao admissiveis.
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Demonstragdo. (a) segue diretamente da defini¢do de difeomorfismo aliada a defini¢do de ad-
missibilidade forte, pois basta tomar as respectivas fun¢des pullback. Em (b) note que, fixada

uma célula ¢, ambas (fg). € (gf). sdo fungdes definidas em P, x Pr(j()). Ou seja,

(&f)exesxT1(e)) = &e(fe(Xes XT(2(c)))
(f8)exesXT(1(e)) = Se(8e(Xe), 8T (XT())s -+ &T (i) XT (i)

onde I(c) = {i1,...,im}. Seja B : I1(d) — I(d) um isomorfismo de entradas em B(c,d). Or-
denamos I(d) = {j1,..., jm} de modo que B(i;) = j;. Segue da defini¢ao de isomorfismo de

entradas que ¢ e d sdo equivalentes por entradas para cada /. Dai temos f. = f4, gc =dg e

g7, = &7(j,)- Afirmamos que ambas (fg). e (gf). sdo relacionadas a (fg)a e (gf)a por B.
Para verificar isso para g f:

(&f)e(xXe, X71(e)) = & (fe (Xer XT(1(c)))
= gc(fa(xXa,X7(1(a)))
= ga(fa(xa,x7(1(a)))

= (gf)a(xa,xT1(a)
De onde segue que gf € admissivel. De modo anélogo,
(f&)a(xa, X7y X7(m) = Ja(8a (Xa). &T()(XT(G)s - -+ 8T (o) XT (i)
= fe(8a(xa): &TG)(XT(G))s - -+ 8T Gin) (KT (i)

= fe(ge(xa), 8T (XT()s -+ +» &T i) XTGi)))

= (f2)c(Xa . XT(1)s -+ XT(Gim))

E assim, fg também é admissivel. 0

1.4.3 Espaco dos Campos Vetoriais G-admissiveis

Introduzimos algumas notagdes para o espaco dos campos vetoriais G-admissiveis em P:

Definicao 1.16. Seja G uma rede. Para uma certa escolha de P, defina .7-"_5) como o conjunto de
todos os campos vetoriais G-admissiveis em P. Seja 735 o subespaco de ]—"gP que consiste nos
campos vetoriais polinomiais G-admissiveis em P e Eg seja o subespaco de PgP que consiste

nos campos vetoriais lineares G-admissiveis em P.

Claramente, FgP € um espaco vetorial sobre R. Como todos os espagos funcionais, ele pode

ser equipado com uma variedade de topologias, mas aqui apenas a estrutura do espago vetorial
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é relevante. O espago das aplicacdes Bg-equivalentes tem uma decomposi¢ao natural de acordo
com as componentes conexas do grupoide Bg, e essa decomposicdo é herdada pelos campos

vetoriais polinomiais e lineares:

Definicao 1.17. Seja Q € C uma componente conexa de uma classe de ~ g-equivaléncia. Defina

FEQ) = {f €FL | fm(x)=0,Ym ¢ Q}
PE(Q) = {f €Pl | fu(x)=0,Ym & Q}
LE(Q) = {f €Ll | fu(x)=0,Vm & Q}.

Dizemos que os campos vetoriais em ng (Q), Pg (Q)e Lg (Q) sao suportados em Q.

Observacdo 1.18. Pelo Teorema 1.13, existem decomposi¢des em soma direta
Fo=DF©Q.  Pi=@P(Q ¢ Li=DLi©Q
Q Q Q

onde Q varia dentre as classes de ~g-equivaléncia de G. Para demonstragdes detalhadas, con-

sulte Stewart et al. [86], final da Secdo 4, especialmente a Proposicao 4.6.

1.5 EDO-equivaléncia e linear-equivaléncia

Como apontado por Golubitsky er al. [52], quando permitimos auto-acoplamentos e multi-
plas setas, é possivel que duas redes diferentes G; e G, gerem o mesmo espaco de campos veto-
riais admissiveis. A Figura 1.8 mostra um exemplo simples, extraido de Golubitsky et al. [52].
Em G;, ambas as células tém o mesmo tipo e da mesma forma para G,. Suponha que o espago
de fase para todas as quatro células seja R¥ e identifique esses espacos canonicamente. Entio,

o espaco total da fase para G; e G, é RF x Rk,

’z-\ ,‘~\‘ —-
‘\~—’ — - ,l ~—

Figura 1.8: Duas redes Gy (esquerda) e Gy (direita) que geram o mesmo espago de campos vetoriais
admissiveis.

Os campos vetoriais admissiveis para G; t€m a forma

F(x1,x2) = (f(x1,x1,%2), f(x2,%2,X1))

onde f : RF x RF x R — R¥ pode ser qualquer fungio suave enquanto que os campos vetoriais
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admissiveis para G, t€m a forma

F(x1,x2) = (f (x1,%2), f (x2,x1))

onde f : RF x R¥ — R¥ ¢ qualquer fungdo suave. Agora é ficil ver que o conjunto {F} de
todos os F' € 0 mesmo que o conjunto {I:’ } de todos os F. Ou seja, dado f , podemos definir
f(x,v.2) = f(x,z), de modo que {F} C {F}. Dada f, podemos definir f(a,b) = f(a,a,b)

de modo que { F} C {F}. Portanto, os espagos ]-"gpll e .7:522 s30 0S mesmos.

Observe que a comparacao dos campos vetoriais admissiveis acima envolve a identificacao
de células nas duas redes, uma etapa que em geral formalizamos em termos de uma bije¢do entre
os dois conjuntos de células. Na proxima defini¢cdo, dada uma rede G; e uma escolha do espago

de fase total P; para G;, denotamos por P; . o espaco de fase correspondente a célula ¢ de C;.

Definicao 1.19. Duas redes G, e G, sdo y-EDO-equivalentes se:

1. Existe uma bijecdo y : C; — C, que preserva ~¢-equivaléncia e ~g-equivaléncia, tal que:
2. Se escolhermos os espacos de fase P, # 0 para G; e definirmos a escolha correspondente

dos espacos de fase para G, por

P2,y(c) = Pl,c

para que os espagos de fase total correspondentes sejam

P1=HP1,c PZZHPI,V(C)

ceCy ceC
entao:
3. A condicao
Fol =Fg?

¢ satisfeita.
Duas redes G; e G, sdo EDO-equivalentes se sdo y-EDQO-equivalentes para alguma bijecdo y.

As redes isomorficas (no sentido usual da teoria de grafos) sao sempre EDO-equivalentes.
Por outro lado, como apontado por Golubitsky et al. [52], redes EDO-equivalentes ndao sao
necessariamente isomorficas (veja, por exemplo, a Figura 1.8). Descreveremos condicdes ne-
cessérias e suficientes para que duas redes sejam EDO-equivalentes. Antes, definiremos a no¢ao
de “equivaléncia linear” entre duas redes. Comecamos com um exemplo para ilustrar as ideias

envolvidas e, em particular, o efeito de multiplas setas.
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Figura 1.9: Duas redes §3 (a esquerda) e G4 (a direita). O nimero p anexado a cada seta simboliza p
setas desse tipo.

Exemplo 1.20. Considere as redes de células acopladas G3 e G4 da Figura 1.9. Nela todas as

células sdo equivalentes em cada grafo, e as classes de ~g-equivaléncia de ambas as redes sdo:
Ql :{172,3}’ Q2:{4}

A funcdo identidade em {1,2, 3,4} = C3 = C4 preserva a ~¢-equivaléncia e a ~ g-equivaléncia.

Primeiro, escolha todos os espacos de fase das células como P, = R. Agora, descrevemos
os campos vetoriais lineares admissiveis para as duas redes, ou seja, 0os espacos Egs e 55 , das
fungdes lineares grupoide-equivariantes. Denote por Y, as coordenadas no espaco de fase da
célula c, para c = 1,...,4, nas duas redes. Qualquer campo vetorial linear G3-admissivel F =
(f1, f2. f3. f4) : R* = R* tem a forma:

fi(Y1) =aY;
f2(Y2) =aY,
f3(Y3) =aY;

Ja(Y4,Y1,Y2,Y3) =DbY4+c(5Y1 +Y3) +d(2Y1 + Y2 + Y3)

onde a, b, ¢, d sdo constantes reais, e qualquer campo vetorial linear G4-admissivel

G =(g1,22,83,84) : R* - R* tem a forma:

g1(Y1) =el,
g2(Yy) =el;
g3(Y3) =eY;

g4(Ys,Y1,Y2,Y3) =hYs+ j(SY1+ Y3) +€(5Y2+ 3Y3)

onde e, h, j,£ sdo constantes reais. Agora, lembrando da Defini¢cdo 1.12 e adotando a notacio

spang{z1,...,2Zm} para o espago vetorial real gerado por z1,...,Zm,, vemos que

spanR{Y4,5Y1 + Y3,2Y1 + Y2 + Y3} = spanR{Y4,5Y1 + Y3,5Y2 +3Y3} (110)
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pois 5Y, +3Y3 =5Q2Y; + Y2+ Y3) —2(5Y1 + Y3) e 2V, + Yo + Y3 = %(SYI +Y3)+ é(5Y2 +
3Y3). Portanto, o espaco 553 dos campos vetoriais lineares G3-admissiveis em R* € igual ao o

espaco L’§4 dos campos vetoriais lineares G4-admissiveis em R*.

Definicao 1.21. Duas redes G; e G4 sdo y-linear-equivalentes se:

1. Existe uma bijecdo y : C3 — C4 que preserva ~¢-equivaléncia e ~g-equivaléncia, tal que:
2. Se escolhermos os espacos de fase P. # 0 para Gz e definirmos a escolha correspondente
dos espacos de fase para G; por

Paye) = P3c
para que os espagos de fase total correspondentes sejam
P3=HP3,c P4=HP4,y(c)
ceCs ceCy
entao:
3. A condicao
ch -t
¢ satisfeita.

Duas redes G3 e G4 so linear-equivalentes se sdo y-linear-equivalentes para alguma bijecao y.

Dias e Stewart [31] reduzem a EDO-equivaléncia a linear-equivaléncia estabelecendo e pro-

vando o seguinte resultado:

Teorema 1.22 ( [31, Teorema 7.2]). Seja y : C; — C, uma bijecdo que preserva a equivaléncia
de células e a equivaléncia de entradas. Entdo, duas redes G, e G, sao y-EDO-equivalentes se,

e somente se, forem y-linear-equivalentes.

Se considerarmos P, = R¥ para k > 1 no Exemplo 1.20, um cilculo idéntico pode ser
realizado, com a unica modificacdo sendo que Y; agora representa vetores arbitrarios em R*. No

entanto, a condicao (1.10) pode ser interpretada como a condi¢do de que as linhas das matrizes

00 01 00 01
5010 5010
2110 0530

devem gerar os mesmos subespacos de R*. As entradas nessas matrizes sdo determinadas pela
topologia da rede correspondente (a matriz de tipos, como veremos adiante na Se¢ao 1.7.2.1),

portanto, essa condicdo nao depende do tamanho de k. Esse fato é generalizado como:
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Corolario 1.23. Com a identificacdo y : C; — C, acima descrita, os espagos £51 e ,ng sao

iguais quando todos os espagos de fase de células sdo consideradas como sendo R.

1.6 Simetrias Globais

O formalismo para dindmica de redes introduzido em Golubitsky ef al. [52] e Stewart et
al. [86] originalmente surgiu da dindmica simétrica, especificamente em redes simétricas de
osciladores acoplados, como por exemplo em Golubitsky e Stewart [45]. Aumentaremos agora

nossas observagdes introdutdrias sobre simetria global e as tornamos mais precisas.

Definicao 1.24. Seja G = G(C,S) uma rede. Uma simetria (global) de G € uma permutacio o
de C tal que o conjunto de setas da célula ¢ para a célula d é isomorfo ao conjunto de setas da

célula o (c) para o(d). Ou seja, o nimero de setas de um tipo € 0 mesmo em ambos 0s casos.

O grupo de simetria de G € o grupo formado por todas as permutacdes o possiveis e é
denotado por Sim(G). A acdo de o nas setas induz uma agdo nas células se exigimos o (7 (s)) =
T(o(s)), ou a(H(s)) = H(o(s)), ou ambas. Note que estas condi¢des sdo consistentes pois

setas equivalentes tem cabecas e caudas equivalentes.

Hé uma conexao entre fungdes admissiveis e fungdes simétricas (ou seja, equivariantes).

Elas satisfazem
flo(x)=0(f(x))

onde o age permutando indices em x. e f,.

Teorema 1.25. Qualquer funcdo G-admissivel é Sim(G )-equivariante.

Demonstragdo. Segue diretamente das respectivas defini¢oes. 0

Exemplo 1.26. Em geral, a reciproca ndo € verdadeira: fun¢des equivariantes nao precisam ser
admissiveis. A maneira mais simples disso ocorrer é quando as func¢des t€ém os dominios errados.
Mas satisfazer a condi¢do de dominio e ser equivariante nao implica em admissibilidade. Para

ver o porqué, considere a Figura 1.10 abaixo.

Essa rede tem grupo de simetria diedral D5 determinado por todas as rotacdes e reflexdes

do pentdgono. Nela temos dois tipos de seta: curta (sélida) e longa (tracejada).

Considere uma simetria global que fixa a célula 1. Esta pode ser a identidade ou age nas
células pela permutacio refletiva (25)(34). O grupo de vértice B(1,1) é maior, pois como nao

ha setas multiplas podemos definir sua ag¢do sobre setas considerando o efeito em suas caudas.
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Figura 1.10: Rede com grupo de simetria diedral Ds5.

Deste modo, esse grupo contém a identidade, (25)(34) mas também (25) e (34) separadamente.

Temos que (25) troca as setas curtas entrando na célula 1 enquanto (34) permuta as setas longas.

A funcdo

X2X4 + X3X5
X1X4 + X3X5
JS(x) = | x1x4+x2x5
X1X3 + X2X5
X1X3 + X2X4

¢ Ds-equivariante mas nao é admissivel. A obtemos fazendo f; invariante por (25)(34) mas
nao por (25) ou (34) e entdo definimos as outras componentes com ajuda da aplicagdo pullback.
Uma fungdo admissivel andloga teria f(x) = XX4 + X2X3 + X3X5 + X4X5, 0 qual é invariante

por B(1,1) inteiro.

Exemplos como este necessitam estar em mente quando se aplica dindmica equivariante e
teoria de bifurcacao para redes simétricas. Em principio, as restricoes adicionais em funcdes
admissiveis poderiam mudar um comportamento genérico. Esse efeito ocorre, por exemplo, na
bifurcacdo estaciondria de algumas redes ditas regulares (ver [82,84]), fazendo com que singu-

laridades mais degeneradas sejam genéricas. Essas redes, no entanto, ndo sao muito comuns.

1.7 Redes Quocientes e Sincronia

Uma questao bédsica na dinamica de redes é: quando duas células sdo sincronas? Definimos
a sincronia por séries temporais idénticas: se x = x(¢) é uma solu¢cdo de um SCA, dizemos que

as células c e d sdo sincronas em x se x.(f) = x4(¢) para todo .

Essa é uma forte condicdo e por isso, muitas aplicagdes usam uma versao mais fraca na qual

as séries temporais estdo proximas ou sdo iguais na maior parte de um intervalo de tempo.

Um tipo muito forte de sincronia ocorre para qualquer SCA e pode ser associado com res-

peito a um subespago de espago de fase que € invariante para todas as funcdes admissiveis f.
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Nele as células sdo sincronizadas em particoes, de modo que todas as células numa determinada

particdo tenham séries temporais idénticas. Para expor essa ideia, retornamos ao Exemplo 1.8.

Exemplo 1.27. Na Figura 1.11 (esquerda), atribuimos cores as células, como mostrado abaixo.
Neste exemplo, as células 1 e 2 t€ém a mesma cor e as células 3 e 5 t€m a mesma cor. As-
sim, o conjunto de células C é particionado em trés subconjuntos, determinados pela mesma
cor: {1,2},{3,5},{4} (tecnicamente, poderiamos usar classes de equivaléncia com a relagdo “ter

mesma cor’ mas € intuitivamente mais simples pensar em cores).

7

n—o o
AR Y\
O@=0—@ O@=0

Figura 1.11: Esquerda: Uma coloracdo da rede de 5 células. Direita: Rede quociente correspondente.

Uma determinada rede pode ser colorida de vérias maneiras, mas essa escolha tem uma
caracteristica especial que se torna aparente se procurarmos solu¢des nas quais as células da

mesma Ccor Sejam ancronas, ou Seja, se definirmos X1 =Xp=U,X3=X5 =V, X4 =W, entao
(x1,x2,.X3,X4,X5) = (uvuvv9 w, v)

Dai o SCA em (1.8) agora se torna

u= f(u,u,v)
u= f(u,u,v)
v =g(v,u,v) (1.11)

w = h(w,u,u,v)

v=gW,u,w)

Apesar de termos cinco equagdes para trés varidveis, o sistema nao € sobredeterminado

porque a segunda equacdo € a mesma que a primeira, assim como a quinta e a terceira.
Se projetarmos (u,u,v,w,v) em (u,v,w), obtemos um SCA restrito eXpresso como
u= f(u,u,v)

v=g(,u,w)

w = h(w,u,u,v)
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Reconhecemos isso como uma EDO para uma rede menor, na qual células da mesma cor sdo
identificadas com uma tnica célula e conjuntos de entradas continuam os mesmos. A chamada

rede quociente ¢ mostrada na Figura 1.11 (direita).

Tal construgao funciona porque o espago
A ={(u,u,v,w,v) |u € P1,ve P;,w € Py}

¢ invariante para todas as funcdes admissiveis, e assim, também é fluxo-invariante as corres-
pondentes EDOs. Ela apresenta a agraddvel propriedade de que o espaco de SCAs restritos €
precisamente o espaco dos SCAs da rede quociente desde que as mesmas coordenadas de células

sejam usadas.

Note que a rede quociente tem uma seta dupla da célula 1 para 4 e uma auto-conexao na
célula 1. Porém, a rede original nao possui setas multiplas. Setas multiplas e auto-conexoes
sdo consequéncias naturais do SCA restrito. A equacdo para w envolve duas entradas u que
correspondem as duas setas de 1 para 4 enquanto a equacdo de u tem duas entradas u: uma
para a coordenada da célula e outra a coordenada de entrada vinda da célula 2. O formalismo
mais restrito em Stewart et al. [86] nao levou em conta este efeito, levando a complica¢des na
caracterizagcdo de SCAs restritos [30], o qual foi corrigido com a modifica¢do batizada “multi-
arrow” em Golubitsky et al. [52] que contorna isso de maneira satisfatoria permitindo multiplas

setas e auto-conexaoes.

1.7.1 Coloracoes Balanceadas

Na Figura 1.11 as células sao coloridas de acordo com a equivaléncia de entrada. No entanto,
este tipo de coloracdo nem sempre produz uma relagdo de sincronia consistente. O préximo

passo € caracterizar quais delas fazem.
Definicao 1.28. Uma coloragdo de uma rede G € um mapa

k:C— K

onde K é um conjunto finito cujos elementos sao chamados cores.

Dizemos que ¢ e d tem a mesma cor se k(c) = k(d) e escrevemos ¢ ~, d. Uma coloragao
k € dita balanceada se, sempre que k(c) = k(d), entdo existe um isomorfismo de entradas

B:1(c)— I(d)tal quei e B(i) tém a mesma cor para todo i € T (1(7)).



1.7 Redes Quocientes e Sincronia 30

Na prética, uma coloragdo € balanceada se existe um isomorfismo de entradas que preserva
cores. Em particular, células da mesma cor devem ser equivalentes por entradas. Assim, uma

coloracdo balanceada é um refinamento da equivaléncia de entradas.

Definicao 1.29. A polidiagonal definida por uma coloracio x de G € o espaco
Ay =4{x€eP|k(c)=k(d) = x. = x4}

Ou seja, células da mesma cor sdo sincronas para x € A,.

Teorema 1.30 ( [48, Teorema 7.2]). Uma polidiagonal A, é invariante para toda fungdo ad-

missivel se, e somente se, k é balanceada.

Demonstragcdo. A prova, apresentada em [52, 86], pode ser resumida da seguinte forma. Ao
construir campos vetoriais lineares admissiveis apropriados, podemos mostrar que, se um subes-
paco polissincrono for fluxo-invariante em todos os campos vetoriais admissiveis lineares, a
equivaléncia ~, associada deve ser balanceada. O processo de restricdo nos diz que, quando
~ € balanceada, o subespaco polissincrono correspondente A, € fluxo-invariante em todos
os campos vetoriais admissiveis (lineares ou nao pelo Corolédrio 1.23). Claramente, a fluxo-
invaridncia em todos os campos vetoriais admissiveis implica fluxo-invariancia em todos os

campos vetoriais lineares admissiveis. 0

Uma consequéncia € que quando « € balanceada, condigdes iniciais que tem o padrao de sin-
cronia definido por « (ou seja, que estdo em A, ) dao origem a solugdes que permanecem dentro
de A,. Porém, esse resultado ndo garante que o padrao de sincronia seja estavel: perturbacdes
que quebram a sincronia podem fazer com que a solugdo se desvie de A, em vez de retornar para
perto dela. Esse tipo de estabilidade depende do campo vetorial admissivel; mais precisamente,

de seu componente transversal a A,.

Definicao 1.31. Seja k uma coloragdo balanceada de G com conjunto de cores K. A rede quo-

ciente associada G, tem K como seu conjunto de células (ou seja, exibe uma célula por cor).

O tipo de célulade i € K € o de qualquer célula ¢ € C com cor i (ou seja, k(c) =1i).

As setas de /(i) em G, sdo obtidas a partir do conjunto de entradas /(c) de qualquer célula
¢ com cor i copiando cada seta s para criar uma seta com cabega k(7 (s)) e cauda k(7 (s))

do mesmo tipo que s. O conjunto de setas de G, € dado por | ;. 1(i). As vezes, escrevemos

g/c = g/ ~K-
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Exemplo 1.32. Retornamos ao Exemplo 1.27 para clarear a definicao de coloracio balanceada.

Primeiro, conferimos que a coloracdo na Figura 1.11 de fato é balanceada:

e (Células 1 e 2 tém a mesma cor. Portanto, devemos verificar se os conjuntos de entrada delas

sao coloridos da mesma maneira.

e A célula 1 tem duas setas de entrada: uma da célula 2 (de ponta arredondada) e outra da

célula 3 (linha tracejada).

e A célula 2 tem duas setas de entrada: uma da cé€lula 1 (de ponta arredondada) e outra da

célula 5 (linha tracejada).

e As células das caudas sdo (2,3) e (1,5), respectivamente. As células correspondentes a 1 e

2 tém a mesma cor ¢ as c€lulas correspondentes a 3 € 5 t€m a mesma cor.

e Da mesma forma, as células 3 e 5 tém a mesma cor e seus conjuntos de entrada combinam

de uma maneira que preserva as cores.

e Finalmente, a célula 4 tem uma cor prépria, entdo nao ha mais o que verificar.

A Figura 1.11 (direita) mostra a rede de quociente correspondente com uma célula para
cada cor. Por conveniéncia, rotulamos estes por representantes 1, 3, 4 dessas cores. As setas sao

desenhadas para imitar os conjuntos de entrada na rede original, Figura 1.11 (esquerda).

Ressaltamos que, embora neste caso particular as cores correspondam a classes de equi-
valéncia de entrada de células, a coloracao por equivaléncia de entradas nao precisa ser balance-

ada. Por outro lado, muitas outras colora¢des balanceadas podem existir, dependendo da rede.

Exemplo 1.33. A Figura 1.12 mostra uma cadeia de 7 células idénticas com acoplamentos idén-
ticos com um anel das células 1, 2 e 3 (Nao hd nada de especial sobre os nlimeros aqui € ambos

3 e 7 podem ser substituidos em cadeias com modificacdes apropriadas).

N
0O @@-60-0-0-©0—0

Figura 1.12: Coloragao balanceada de uma cadeia de alimentacao direta apresentando onda viajante.

A coloracao mostrada € balanceada e a rede quociente correspondente € o anel Z3-simétrico
como o do Exemplo 1.2. Com equagdes admissiveis adequadas, este anel € conhecido por su-
portar uma onda rotativa com deslocamento de fase de 1/3 do periodo. Portanto, sendo assim

induzida, a cadeia original suporta um estado com trés particoes sincronas, formadas por células
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{3k +1},{3k +2},{3k}, com x;, x;+; sendo sincronas exceto por um deslocamento de fase de
1/3 do periodo. O efeito é semelhante a uma onda viajante em que as células em ordem numérica

“disparam em sequéncia” enquanto células i,i —3,i —6, ... sdo sincronas.

Essa cadeia de 7 células nao tem simetria no sentido global, mas sua rede quociente de
células simétricas implica que certos estados sincronizados na cadeia podem se comportar de

uma maneira tipica de anéis simétricos de células.

Esse exemplo motiva (e ilustra a resposta) uma interessante questao reciproca: se certas
células t€m séries temporais idénticas além de uma mudanca de fase, isso implica algum tipo de
simetria global da rede? Notavelmente, a resposta, sujeita a condi¢des razodveis, € “sim”. Mas,

como mostra o Exemplo 1.33, devemos antes conferir a rede quociente.

O Teorema 1.34 € o primeiro e o mais fraco de uma série de resultados que demonstram
o papel central desempenhado pelas coloragdes balanceadas (consulte [4] para uma visdo geral
desses resultados e implementacdo computacional). Intuitivamente, o resultado € direto: se
duas células permanecem sincronizadas com o passar do tempo, as entradas para essas células
também devem ser sincronizadas. No entanto, isso ndo implica necessariamente que os estados
dessas células de entrada estejam sincronizados. Por outro lado, este deve ser o caso para a
maioria dos campos vetoriais admissiveis e a prova do Teorema 1.34 € relativamente simples:

requer apenas uma escolha sensata do campo vetorial admissivel.

Teorema 1.34 ( [52, Teorema 5.2]). Seja k uma coloragdo balanceada de G. Entdo:

(a) A restricdo de qualquer fungdo G-admissivel a A, é G,-admissivel.

(b) Toda funcdo G,-admissivel é uma restricdo a A, de uma funcdo G-admissivel.

Outro jeito de estabelecer (b) acima € dizer que toda funcio G,-admissivel em A, levanta
uma funcio G-admissivel em P. Se f é G-admissivel, sua restri¢do f|a, determina a dindmica

das particoes determinadas pela coloragido x em f.

1.7.2 Teorema do Levantamento

O formalismo aqui empregado para redes permite multiplas setas (vdrias setas unindo o
mesmo par de nds) e auto-acoplamentos (setas unindo um né a si mesmo). Esse recurso tem
importantes vantagens técnicas, mas também causa complicagdes. Frequentemente, essas com-
plicacdes podem ser evitadas aplicando o Teorema do Levantamento, que afirma que qualquer

rede G € um quociente de uma rede G* na qual todas as setas sdo tnicas e os lagos ndo ocorrem.
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As aplicacoes do Teorema do Levantamento incluem a conjectura de oscilacao total [44]. Por

sua vez, isso se aplica a caracterizacao de padrdes de fase rigidos [42].

Um caso especial do Teorema do Levantamento foi estabelecido e parcialmente provado
em [52]. Uma prova completa no caso geral foi apresentada por Stewart [80]. Ambas as provas
sdo indutivas, mas nessa se¢ao descreveremos uma prova nao indutiva do Teorema do Levan-
tamento fornecida por [81]. Para explicar o resultado, suponha que o conjunto de células seja
C=1{1,...,n}esejam(i,j) onumero total de setas com cauda i e cabeca j, independentemente
do tipo de seta. Seja

n(i,j)= ) i F (1.12)
m(i,j)+1 sei=7].
Entdo defina
pj = max[ni. )] (1.13)

Definicao 1.35. Dizemos que uma rede € uniforme se nao tiver multiplas setas ou lacos.

A ideia por trds da prova € simples, apesar da notacao necessdria. A ideia essencial € mos-
trada na Figura 1.13. Cada célula ¢ € C é expandida para um conjunto de células (c,7) onde
1 <i < p.. Esse conjunto forma uma classe de equivaléncia para uma relacdo de equivaléncia
~=p><, de modo que a rede original seja o quociente da rede expandida por essa relacdao. Se
¢ # d € C, multiplas setas de d a ¢ sdo separadas em setas unicas de (d,1),...,(d,n(d,c))
a (c,i) para cada i. Um lago miltiplo de ¢ a ¢ € separado em setas Unicas de (c, j) a (c,i),
onde 1 <i <n(c,c)e j #i. Ostipos das setas inicas sdo determinados para produzir um

isomorfismo de entrada com o conjunto de entradas de c.

® 0000 3 0000
li \\v C@\, \\v,

@ (a) o (b)

Figura 1.13: (a) Separando multiplas setas. (b) Separando multiplos lagos.

< ---

Considere duas redes G;, para j = 1, 2. Defina as respectivas células sendo C;, com setas S;

e as relagdes de equivaléncia de célula e seta sejam ~7., ~% e conjuntos de entradas por /;(c).

Definicao 1.36. Um mapa quociente ¢ : G; — G, € um par de mapas (¢¢,¢s) onde
¢Cicl—>62, ([)5381—)82

sdo sobrejecoes, de modo que as seguintes condicdes se apliquem:
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(a) Paratodo s € Sy, temos T (¢s(s)) = ¢c (T (5)), H(ps(s)) = pc (H(s)).
(b) Paratodo ¢,d € Cy, temos ¢c (¢) ~& ¢c(d) se, e somente se, ¢ ~¢ d.

(c) Paratodo 5,7 € Sy, temos ¢s(s) ~% ¢s(t) se, e somente se, s ~ 1.

Se ¢ € Cy, defina o mapa ¢5(c) : I1(c) — I2(¢c(c)) induzido por

¢1 () =s(s),  seli(o).

Entao

(d) O mapa ¢; € uma bije¢ao para todo c.

Pelas partes (b) e (c) da defini¢@o, ¢; preserva os tipos de célula e seta no sentido em que
as ~¢-classes sd3o mapeadas bijetivamente para as ~&-classes € as ~ t-classes s3o mapeadas

bijetivamente para ~%-classes.

Ha uma simplificagdo util. Podemos identificar tipos de células em C; com os tipos de
células correspondentes em C, introduzindo uma relacio ~¢ na unido disjunta G; UG, definindo

~C COmo 0 mesmo que ~é em G; (j = 1,2) e depois definindo
¢ ~c ¢c(c), Ve eC.

Podemos fazer o mesmo para ~%, para obter ~s. Agora ¢§ preserva os tipos de célula e seta
em um sentido mais forte: torna-se um isomorfismo de entrada. Chamamos essa extensao das

relagdes ~¢, ~% de identificagdo de tipos canonica.

Proposicao 1.37 ([81, Proposi¢do 2.2]). Suponha que ¢ : Gy — G, é um mapa quociente. Defina
>t em Cy por
cd < ¢c(c) = ¢c(d).

Entdo < é uma relagdo de equivaléncia balanceada e G/ <1 = G,.

Demonstragdo. Primeiro, provamos que >< € balanceada. Para fazer isso, usamos a identificacao

de tipo candnica. Suponha que ¢ > d. Entdo ¢¢ (c) = ¢¢(d). Considere os mapas induzidos

¢1(c): Ii(c) = Lr(¢c(c))
¢2(d): 1,(d) — L(¢c(d)) = L(¢c(c))

Com a identificacdo de tipos candnica, existem isomorfismos de entrada; portanto, ¢ e d sao

isomorfos por entradas via

B=(¢f) " og;.
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Resta provar que existe um isomorfismo de entrada que preserva < entre as células c, d.
Afirmamos que 8 tem essa propriedade. Isto se seguira se (;5}’,(;5}1 preservam > em G, UG,, que

definimos da seguinte forma: ><, que coincide com >< em Gy, € a relagdo de igualdade em G, e
¢ > ¢c(c).

Nesse cendrio resta provar que ¢¢ preserva >. O mesmo vale para ¢¢ e entdo para B.

Portanto, devemos provar que, para todo s € /1 (c), temos
T (97 (s)) AT (s).

Pela definicdo de p<, isso € equivalente a ¢.(7 (s)) = T (¢7(s)). Mas como ¢7(s) = ¢s(s),
entdo 7 (¢5(s)) = T (¢s(s)) = ¢ (T (s)) pela condi¢do (a) da Definicao tal.

Em seguida, provamos que G/ <t = G,. De fato, o mapa quociente ¢ determina um iso-

morfismo candnico ® da seguinte maneira: seja [c] a ><-classe de ¢ € C;. Defina

®([c]) = pc (o).

Como isso esta bem definido, temos o isomorfismo desejado. O

1.7.2.1 Interpretaciao Matricial

Faremos uso da matriz de tipos da uma rede, que € uma generalizacdo da matriz de ad-
jacéncia de um grafo [18] que leva em consideracdo tipos de setas. Essa versao generaliza o
resultado de Aguiar et al. [3, Secdo 2] que restringem a atengao a redes homogéneas regulares

que discutiremos melhor no Capitulo 2.

Introduzimos simbolos de tipo «y,...,®, que correspondem bijetivamente ao conjunto de
~c-classes e fB,..., B, que correspondem bijetivamente ao conjunto de ~g-classes. O simbolo
de tipo de uma célula ou seta € o simbolo correspondente a ~¢-classe ou ~g-classe dessa célula
ou flecha, respectivamente. Seja o semigrupo comutativo livre em {oq,...,¢;, B1,...,Bq} com
a operagdo de adicdo e denotado por ¥. Entdo ¥ pode ser pensado como consistindo em todas

as combinacoes lineares formais
p101 + -+ prety + 01 B1 + -+ 1y By (1.14)

onde os coeficientes p;,n; sdo inteiros ndo-negativos. Se ¢, d € C com ¢ # d, entdo o simbolo
de entrada de (c,d) é
Ted = NP1+ +1gBq (1.15)
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onde 7; é o nimero de setas saindo de d para ¢ cujo simbolo do tipo de seta é ;. Sec €C, o

simbolo de entrada de (c,c) €
Tee = +MiB1+ -+ 1By (1.16)

onde «; € o simbolo da célula ¢ e n; é o nimero de setas saindo de d para ¢ cujo simbolo do

tipo de seta € ;.

O comprimento de 1.4 € 0 ndmero total de simbolos de tipos individuais que ocorrem:

m—+-+ng sec#d
|Teal =
l+m+-+n, sec=d.
de modo que |t.4| = n(c,d) como em (1.12). A matriz de tipos de uma rede € entdo dada por

T = [tcq] que é uma matriz sobre elementos de T. Ela tem o mesmo papel que a matriz de

adjacéncia de um grafo, mas também codifica os tipos de seta.

Exemplo 1.38. A Figura 1.14 (esquerda) mostra uma rede N com dois tipos de células, quatro

tipos de setas, multiplas setas e lacos com uma atribui¢ao de simbolos de tipo na Figura 1.15.

Lem T TSN N @.1

Figura 1.14: Esquerda: uma rede N com dois tipos de células, quatro tipos de setas, miiltiplas setas e
lagos. Direita: levantamento uniforme minimal de .

* L P Ps Ba

Figura 1.15: Atribuic@o de tipos de célula e seta para o Exemplo 1.38.

Y

A matriz de tipos T é mostrada abaixo. Com a mesma atribuicio de sfmbolos de tipo, a

matriz de tipo 7' da rede levantada na Figura 1.14 (direita) € mostrada ao lado.
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[ a1 B1 B1| 0 [Bs O ]
a1 +2B1 0 B3 Br a1 B1| 0 |Bs O
T = Ba oy 2Ba , T = Bi Br ar| 0| 0 B3
B3 B2 a;+ B3 Bas O O |z |Bs Ba
Bs 0 0 |B2|or B3
L 0 B3 0 |B2|Bs a1 |

Note que as células sdo ordenadas lexicograficamente. A coloracdo balanceada < e a matriz
de tipos da rede quociente correspondente sao visiveis na forma de 7', pois sua estrutura de blocos
corresponde as ><-classes. Em cada bloco, cada linha tem a mesma soma em . Essa soma € a

entrada correspondente de 7.

Esse padrao observado é geral. Suponha que G seja uma rede com uma coloragdo balan-
ceada < e seja G = G/ ><i. As células C de G sdo particionadas por < nas classes de equi-
valéncia Cy,...,Cy correspondentes a k cores. Seja cy,...,cx um conjunto de representantes de
C;, de modo que ¢; € C; paratodo j. As células correspondentes de G podem ser escritas como

C1,...,Ck € formar o conjunto C.

Seja T a matriz de tipos de G e T a matriz de tipos de G. Escreva 7 como uma matriz
de blocos, com os blocos correspondentes as particdes das células em C;U---U Cx. Escreva T
como uma matriz determinada pela correspondente ordenagdo de células cq,...,cx. Podemos

entdo enunciar a seguinte versao do Teorema do Levantamento:

Teorema 1.39 ( [81, Teorema 4.2]). Seja G uma rede de células acoplada com células C. Seja
><1 uma coloragdo de C. Entdo, < é balanceada se, e somente se, todos os blocos na particdo
correspondente da matriz de tipos T de G forem tais que todas as linhas tenham a mesma soma

em T. A matriz dessas somas de linha é a matriz de tipos T de G/ <.

Demonstracdo. Como t.4 codifica o nimero de setas de d a ¢ de qualquer tipo, duas linhas
de um bloco tém a mesma soma em ¥ se, € somente se, 0s conjuntos correspondentes de se-
tas de entrada sao isomorfos. Como cada bloco corresponde a uma cor Unica, a unido desses

isomorfismos € um isomorfismo de cores. O restante segue da Proposi¢ao 1.37. [



Capitulo 2

REDES REGULARES E TEORIA LINEAR

Neste capitulo comegaremos a mudar nosso foco para uma classe de redes ditas regulares.
Como um dos mais predominantes e estudados fendmenos em Sistemas Dinamicos, bifurcagoes
descrevem a mudanga repentina de propriedades de um certo sistema sujeito a variacdo de um
parametro. Nossa meta aqui serd mostrar que o subespaco central de uma bifurcacio de quebra
de sincronia com codimensdo um € isomorfo a um autoespaco generalizado da matriz de ad-
jacéncia dessa rede, a0 menos quando a dimensao dos nds € maior que um (veja Golubitsky e

Lauterbach [40]). Introduziremos agora os varios termos empregados nessa afirmacao.

2.1 Redes Regulares

Uma rede € dita homogénea quando todas as suas células sdo idénticas no sentido de que os
espacos de fase P, de cada célula ¢ sdo os mesmos. A sua principal caracteristica é que cada
uma das fun¢des componentes do campo vetorial independe do indice j no sistema de equacdes

diferenciais ( f; = f para todo j), ou seja,

).Cl :f(xj7xi1’--'7-xim)- (21)

Uma rede homogénea pode ser exibida por um grafo direcionado com nds idénticos mas que

pode ter diferentes tipos de setas.

Porém, para a rede ser homogénea, cada né deve receber o mesmo nimero de entradas de
cada tipo de seta. Exemplos de anéis homogéneos de 3 células sdo exibidos na Figura 2.1.

Observe que na terceira rede hd 2 tipos de acoplamento indicados por setas sélidas e tracejadas.

Cada arquitetura de rede estd associada com uma classe de campos vetoriais admissiveis

como descrito acima. As classes associadas com cada uma das redes na Figura 2.1 sdo dadas por
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® ® ®
\ IN AN
O—0  O=0 =0

Figura 2.1: Redes de trés células homogéneas: (esquerda) anel unidirecional; (centro) anel bidirecional;
(direita) anel direcionalmente acoplado.

X = f(xl,x3), X = g(X1,Xz,X3), X1 = h(xl,x2,x3)»
Xy = f(xz,xl), Xy = g(xz,xs,xﬂ, Xy = h(xz,xaxl),
X3 = f(x3,X2), X3 = g(x3,X1,X2), X3 = h(x3,x1,X2).

onde a barra sobre g indica que os 2 acoplamentos de uma dada célula sdo idénticos e, por

conta disso, as respectivas varidveis podem ser intercambiadas; ou seja, g(x, y,z) = g(x,z,y).
Definicao 2.1. Uma rede homogénea € regular se possui todos os acoplamentos do mesmo tipo.

Definicao 2.2. A valéncia de uma rede regular € o numero de setas que entram em cada célula.

Note que as duas primeiras redes na Figura 2.1 sdo regulares enquanto a terceira nao é.

Definicao 2.3. A matriz de adjacéncia de uma rede regular é dada pela matriz A = [q;;], onde

a;; representa o numero de setas recebidas pela célula i que vieram da célula ;.

Observagdo 2.4. Note que, por ter apenas um tipo de célula e um tipo de seta, a matriz de ad-
jacéncia de uma rede regular coincide com a matriz de tipos da Secdo 1.7.2.1 contabilizando
apenas setas. As entradas de A s@o nimeros inteiros nio-negativos e, em particular, a regulari-

dade implica que as linhas de A tenham soma constante e igual a valéncia da rede.

Definicao 2.5. Uma rede € dita bidirecional quando todos os seus acoplamentos entre células se
manifestam em pares de setas com sentidos opostos. Dito de outro modo, uma rede € bidirecional

quando apresenta matriz de adjacéncia simétrica.

2.1.1 Quocientes e Levantamentos de Redes Regulares Bidirecionais

Nesta sec¢ao, seguimos [2] para caracterizar quocientes e levantamentos de redes regulares
bidirecionais como a ilustrada na Figura 2.1 (centro). Em particular, identificamos os quocientes

e levantamentos de redes bidirecionais que também sao bidirecionais.



2.1 Redes Regulares 40

Teorema 2.6 ( [2, Teorema 4.1]). Uma rede Q = G/ <1 de m células é uma rede quociente
de uma rede bidirecional de n células G por uma relacdo de equivaléncia balanceada < se,
e somente se, as entradas da matriz de adjacéncia Ag = [qij]lmxm de Q satisfazem a seguinte

condigdo: existem inteiros positivos ki, ...k, somando n tais que k;q;; = k;jq;;.

Demonstragdo. Seja G uma rede rede bidirecional de n células. Disso, temos que a matriz de
adjacéncia de G é uma matriz simétrica de ordem n. Considere uma relagdo de equivaléncia
balanceada < em seu conjunto de células C e a rede quociente correspondente Q com matriz
de adjacéncia Ag = [qijlmxm- SejaL; = {iy,....ix;} € Ij = {j1,..., Jx;} duas classes de p><-
equivaléncia. Como a relagdo € balanceada, segue que o numero de setas das células da classe
1; para cada c€lula da classe Z; € a constante ¢;;. Assim, o nimero total de setas das células
de Z; para células de Z; € entdo k;q;;. Além disso, como G € bidirecional, todas essas setas sdo
bidirecionais. Segue dai que o nimero total de setas das células da classe Z; para células da

classe Z;, que sdo k;q;;, satisfazem

kigi; = kjqji.

Por outro lado, seja Q uma rede com matriz de adjacéncia Agp = [gij]mxm de modo que
hajam ndmeros inteiros positivos k1, ...,k,, somando n > m e tais que k;q;; = k;q;; para todo
i,j =1,...,m. Construimos uma matriz simétrica A de ordem n a partir da matriz Ao da

seguinte maneira:

(i) Considere A formada por blocos Q;; de dimensdes m xm,com 1 <i, j <m.

(ii) Parai e j tais que i < j, defina a submatriz Q;; de A como uma matriz de ordem k; x k;

com soma de linhas g;; € soma de colunas g;;. Se i = j, a submatriz Q;; também deve

satisfazer Q;; = QJ;.
. . . AT
(iii) Para j < i, defina a submatriz Q;; = ij-
Segue entdo que A é simétrica. Seja G a rede com o conjunto de células C = {1,...,n}

e matriz de adjacéncia A. Temos entdo que G € bidirecional. Além disso, por construcio a
relacdo de equivaléncia >< no conjunto de células de G com classes Z; = {1,...,k}, I, =
{ki+1,... ki +kat,.... Ty = tkm—1+1,....kn}, é balanceada e Q é a rede quociente de G

por ><i. Ou seja, a rede G é um levantamento bidirecional da rede Q. [

Corolario 2.7 ( [2, Corolario 4.5]). Seja Q uma rede conexa de m células com matriz de

adjacéncia Ag = [qij|lmxm tal que existem inteiros positivos ki, ..., ky somando n > m com
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kiqij = k;jqji. Se ki,...,ky sdo primos entre si, entdo os levantamentos bidirecionais de Q

- s 2 m 3
com o niimero minimo de células temn =) ,_, k; células.

Demonstracdo. A demonstragdo segue da prova do Teorema 2.6. Como Q € conexa, temos
k; #0,paratodoi = 1,...,m e assim, se (kq,...,k,) € atnica solu¢do do sistema de equagdes
kiqi; = kjq;i comky,... k, primos entre si. Podemos concluir que se n = >\~ k;, entdo ndo
pode haver levantamento bidirecional de Q com p células tais que m < p < n. Do contrario,
terfamos que ter p = > 7., % para algum inteiro d > 1, o que é impossivel quando ky,...,k;,,

sa0 primos entre si. [

o

& |11 2]

Figura 2.2: Rede Q de 3 células com matriz de adjacéncia Ap que ndo € bidirecional mas suporta
levantamentos bidirecionais G tais que Q = G/ >< para alguma relacio balanceada <.

—_—— O
W = W
(el O} \ O]

Exemplo 2.8. Considere a rede Q exibida na Figura 2.2 com sua matriz de adjacéncia Ag. As
entradas de Ao satisfazem ¢q1, = 3¢21, ¢13 = 2¢31 € 3¢23 = 2q3,, Ou seja, essa matriz satifaz a
hipétese do Teorema 2.6 para ky = 1, ko = 3 e k3 = 2. Desse modo, do Teorema 2.6 arede Q é
uma rede quociente de uma rede bidirecional G por alguma relagao de equivaléncia balanceada
do conjunto de células de G. Além disso, o Coroldrio 2.7 nos diz que o nimero minimo de
células de seus levantamentos bidirecionais € 6. De fato, as duas matrizes de adjacéncia abaixo

descrevem tais redes com 6 células:

T0[1 1 11 1] o1 1 1)1 1]
11001 1 11 0002
1101 0[1 1 1101 0[1 1
1loo 1|1 1] 1100120
111 1]00 1o 1 2/0 0
111 1/0 0] [ 1(2 1 0/0 0]

Como ilustrado no Exemplo 2.8, dada uma rede bidirecional G e uma relagao de equivaléncia
balanceada > no seu conjunto de células, o quociente Q = G/ < pode ndo ser uma rede bidi-

recional. O resultado a seguir estabelece uma condic¢ao necessdria e suficiente para tal.
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Teorema 2.9 ([2, Teorema 4.7]). Seja Q uma rede quociente de m células de uma rede bidireci-
onal de n células G associada a uma relagdo de equivaléncia balanceada <. A rede quociente
Q é bidirecional se, e somente se, para cada par de células conexas em Q, as ><i-classes cor-

respondentes no conjunto de células de G tém a mesma cardinalidade.

Demonstragdo. Seja G uma rede bidirecional de n células e Q uma rede quociente de m células
de G associada a uma relacdo de equivaléncia balanceada >< com as classes Z; parai = 1,...,m.
Denotamos a cardinalidade da classe Z; por k;, parai = 1,...,m de modo que a soma de
ki,...,ky én. Tome a matriz de adjacéncia Ay = [¢;;] de Q de acordo com a primeira parte da
prova do Teorema 2.6. Assim, os nimeros inteiros positivos k1, ..., k,, satisfazem k;q;; = k;q;;.
Em particular, temos g;; = 0 se, e somente se, g;; = 0. Tome i, j de modo que i # j e g;; # 0.
Se gij = qji e kiqij = kjqji, entdo k; = k;, ou seja, as classes Z; e Z; tém a mesma cardinali-
dade. Por outro lado, se k; = kj e k;q;j = kjq;i, entdo ¢q;; = gj;. Deste modo, A é simétrica
se, e somente se, para cada par de células i, j de Q que estiverem conectadas, ou seja, tais que

gij # 0, as classes Z; e Z; tém a mesma cardinalidade. [

D070

—_—O—=O O
—_———_—0 OO
—_—_o oo =
—_— OO~ O
—_ = =
O == -

O—0—0

Figura 2.3: Uma rede bidirecional de 6 células com sua matriz de adjacéncia Ag e que admite um
quociente bidirecional.

Exemplo 2.10. Considere a rede G da Figura 2.3 e as seguintes relacdes balanceadas: ><1;=
{{1,2},{3,4},{5,6}} e <= {{1,2,3,4},{5},{6}}. Para cada relagdo, ha conexdes entre células
de qualquer classe para células das outras classes. Como a cardinalidade de todas as ><i;-classes
¢ a mesma, o Teorema 2.9 nos diz que a rede quociente correspondente Q1 = G/ <1y deve ser

bidirecional enquanto a rede Q, = G/ <1, nao é. Isso fica evidente na Figura 2.4.

A relevancia de redes bidirecionais sera abordada no Capitulo 3.

2.2 Bifurcacoes de Codimensao Um

Seja G uma rede de n células e fixe um espaco de fase P = (R¥)". Seja F : P xR — P uma

familia suave de campos vetoriais G-admissiveis em P com parametro A, e assuma a EDO
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‘;—j = F(x,}), X eRF" ) eR. (2.2)

Uma bifurcagdo ocorre quando a topologia do conjunto de solu¢des (em particular, o nimero

de solucgdes) muda proxima a algum valor Ao de (2.2), conhecido como ponto de bifurcagao.

Em G, a polidiagonal Ay = {(x,...,x) € (R*)"} consiste de pontos onde as coordenadas
em cada célula sao sempre fluxo-invariantes por regularidade, de modo que o sistema (2.2)
pode ter um equilibrio (completamente) sincrono xo € Ag, onde F(xg,A) = 0. Sem perda de
generalidade, podemos assumir apds uma mudanca de varidveis adequada, que tal equilibrio esta

na origem, pois este € um difeomorfismo fortemente admissivel [52, Se¢ao 6].

Considere a linearizagdo de (2.2) na origem dada pela matriz Jacobiana J = (dF ), e sejam

v; = uj +iw; os autovetores generalizados de J associados a autovalores p; = A; 41i4;.

Definiciio 2.11. O espago de Lyapunov de A, é dado por E(A,) = @ E,,,;, com soma direta

sobre todos os autoespacos generalizados reais associados a autovalores com Re(u;) = A,,.

Definicao 2.12. Os subespagos estavel, central e instavel de J sdo, respectivamente:

o E-=D{EMn) | A; <0} = span{u;, w; | Re(u;) < 0}
o EC=@{E@Am) | A; =0} = span{u;, w; | Re(u;) =0}
o ET =@{E(Am) | A; >0} = span{u;,w; | Re(u;) > 0}.

Para um resumo sobre autoespacos generalizados, veja a Se¢ao A.1 do Apéndice A. Daqui
em diante, consideraremos apenas E¢, em especial a restricdo J|E€ para abordar bifurcacoes

locais de codimensdo um que podem ocorrer em redes regulares.

O @
Do o

C@]// N

01 2 111
Ag,=|1 0 2 Ag,=|4 0 1
: 22 1 : 41 0

Figura 2.4: Esquerda: Representacdo da rede quociente (1 com sua matriz de adjacéncia simétrica.
Direita: Rede quociente J, com sua matriz de adjacéncia.
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Definicao 2.13. A codimensdo de uma bifurcacao é o nimero minimo de parametros necessarios

para produzir a bifurcagdo em questao.

A teoria padrdo de sistemas dinamicos para bifurcacdo local (ver Golubitsky e Schaef-
fer [43, Capitulo IV] e Guckenheimer e Holmes [54]) conta a codimensdo pelo nimero de
degenerescéncias que devem ser satisfeitas para que uma dada singularidade ocorra. Deste
ponto de vista (onde nenhum parametro distinto de bifurcacdo estd presente), as bifurcacoes
que abordaremos tém codimensao um. Singularidades de codimensao dois ocorrem através de

uma degeneracdo em termos de ordem superior ou através de uma segunda degeneracao linear.

Bifurca¢des de codimensao um dividem-se em estaciondrias (J | E€ tem um autovalor nulo)
e bifurcacoes de Hopf (J | E€ tem autovalores puramente imaginarios). Cada um desses tipos de

bifurcacdes divide-se em preservagdo de sincronia (E€ C Ay) e quebra de sincronia (E€ ¢ Ay).

Em redes homogéneas, observe que a classe de campos vetoriais admissiveis restrita a A
coincide com o conjunto de todos os campos vetoriais em Ay, o que simplifica a estrutura de
bifurca¢cdes de preservacao de sincronia com codimensdo um. Como a restricio de ' a Ag é o
campo vetorial geral em Ay, a Unica bifurcacdo estaciondria de preservacao de sincronia com
codimensao um € uma bifurcagao sela-n6 enquanto a unica bifurcacao de Hopf de preservacao
de sincronia com codimensao um € uma bifurcacdo de Hopf com autovalor simples padrao. Os
novos estados estaciondrios e solugdes periddicas que surgem dessas bifurcacdes sdo solucoes

sincronas por estrutura [63].

Partindo disso, no restante deste capitulo focaremos na estrutura de bifurca¢des de quebra

de sincronia de um equilibrio e a relacdo desta com a arquitetura da rede.

2.2.1 Subespacos Centrais em Redes Regulares

Nesta secao, discutiremos a estrutura genérica dos autoespacos criticos de redes regulares.
Fixamos uma rede regular com r células e, como antes, suponha que um campo vetorial ad-
missivel F' tenha um equilibrio sincrono na origem; isso é, F(0) = 0. Suponha que a dindmica

interna de cada célula tenha dimensao k = 1. Entdo
(dF)o=al + pA,

onde A é amatriz de adjacéncia. Todo autovalorde J = (d F'), tem a forma o + B, onde ;£ é um
autovalor de A. Segue-se também que os autoespacgos generalizados de J sdo espacos proprios
generalizados de A. Nesta secdo, provaremos que, genericamente os subespagos centrais em

bifurcagdes de quebra de sincronia sdo isomorficos as partes reais dos autoespacgos generalizados
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de A, mas essa conclusao ¢ valida em geral somente quando k > 1.

Observagao 2.14. Suponha que k = 1. Entdo as partes reais dos autovalores de J sdo apenas
o + Re(uj)B. Portanto, se dois dos autovalores de A tiverem a mesma parte real, digamos
Re(i1) = Re(u,), entdo as partes reais de o + (i41)B e o + () B vao assim coincidir para
todos os @ e B. Como exemplo, considere a rede de 4 células mostrada ao lado de sua matriz de
adjacéncia na Figura 2.5. Os autovalores de 4 sdo 2, 0, £i. Numa bifurcacdo estaciondria de
quebra de sincronia com codimensdo um, o subespaco central € tridimensional dada pela soma

direta dos autoespagos correspondendo aos autovalores 0 e +i.
CO~O
O S ON)

Figura 2.5: Rede de 4 células cuja matriz de adjacéncia A tem autovalores 2, 0, %i.

—_— =
coo~
—_——
co—o

Observacdo 2.15. Toda forma de Jordan associada a um autovalor 0 pode ser a forma de Jordan
de um autovalor real da matriz de adjacéncia de uma rede regular. Por exemplo, suponha que
tenhamos J como na Figura 2.6. Entao um exemplo de rede cuja matriz de adjacéncia tem a
forma normal J (correspondendo ao autovalor 0) € mostrada ao lado. Vemos que no caso geral

sempre podemos escolher a rede sendo uma ramificacao de subredes de alimentacdo direta.

Oind O,

010 0/0 0 0
0/0 1/0 0 0 /

;—]0/00]000

= [0r0 010 10 O—~—®
0/0 0/0 0 1
0/0 0/0 0 0

®

Figura 2.6: Rede de alimentagdo direta ramificada que pode exibir a forma de Jordan degenerada J em
uma bifurcacdo de codimensao 1 a partir de um equilibrio sincrono.

Definicdo 2.16. Sejam B € R**# e C € R?*®. O produto tensorial ou produto de Kronecker

de B e C é a matriz de dimensao («y x 86), definida por
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b11C b12C blﬂc
by1C  bpC -+ DbypC
Bec=| " T
ba1C bayC - bapC

Em geral B® C # C ® B. Para mais propriedades, veja a Se¢ao A.2 do Apéndice A.

A seguir assuma que a dindmica interna de cada célula é k-dimensional com £ > 1. Num
estado totalmente sincrono, a matriz Jacobiana pode ser descrita por duas matrizes de ordem k:

a dinamica interna linearizada ® e o acoplamento linearizado ¥ de onde temos
dF) =L, 0P+A4R V. (2.3)

Para ver isso, primeiro considere a lineariza¢ao quando a matriz de acoplamento W € zero. Entao
a linearizacao tem a forma I, ® ® com r sendo a quantidade de células na rede que fixamos no
inicio desta se¢cdo como em [63]. Suponha que a dindmica interna linearizada ® seja zero para

obter o segundo termo. Novamente, isso ocorre como em [63].

Sejam jtq,..., s 0s autovalores distintos de A. Além disso, seja
M, =®+u V. 2.4)

Lema 2.17 ( [40, Lema 2.3]). Os kr autovalores da matriz Jacobiana J sdo a unido dos auto-
valores das matrizes M,,; para 1 < j <s. Especificamente, suponha que u € C" é um autovetor
de A. Entdo

JURv)=u® (M,v). (2.5)

Portanto, se v € CK é um autovetor de M w entdo u ® v é um autovetor de J.

Demonstragdo. Suponha que p € C é um autovalor de A com autovetor u € C". Seja
Y, ={u®v|veCkccCrock

Afirmamos que o subespaco Y,, € J-invariante e que J |y, = M,,. Dai segue que os k autovalores

de J |y, sdo autovalores de J. Para verificar isso, calculamos

Ju®v) = u®(dv)+ Au® (Yv)
= U (dv)+ pu ® (Yv)
= u®([®+ p¥v)
= u (M),
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assim verificando (2.5). Especificamente, J |y, é a matriz M,,. O fato de u ® v ser um autovetor

de J sempre que v € um autovetor de M, segue diretamente de (2.5). [

Nosso objetivo € classificar os subespagos centrais que ocorrem em bifurcacdes de codi-

mensao um de redes regulares. Sejam

Plse-sPp € MNi,....0qg (2.6)

os autovalores distintos de A, onde p; denota um autovalor real distinto e 7; denota um autovalor

complexo distinto de A cujas partes imagindrias sdo positivas.

Definicao 2.18. Um par (®, W) de matrizes reais de ordem k € um par de codimensdo um se as
partes reais dos autovalores das matrizes My, ,...,M,,, My,,..., M, sdo distintas (exceto por

conjugados complexos dos autovalores de M,,). O conjunto desses pares é denotado por L5 (k).

Nio é muito dificil ver que £, (k) é um conjunto aberto de M (k)?2, onde M (k) é o espaco
das matrizes reais de ordem k. Como autovalores sdo raizes do polindmio caracteristico e
raizes sao fungdes continuas dos coeficientes, entdo, para (®, W) € L,(k), um par de matrizes
(@', ') suficientemente préximo ainda produzird matrizes M, cujos autovalores t€m partes
reais distintas. Na Proposi¢ao 2.19 provamos que, quando k > 1, o conjunto £, (k) também é
um subconjunto denso. Portanto, a bifurcagdo genérica de codimensao um ocorrera com uma Ja-
cobiana J associada a um par de codimensao um e J terd um subespaco central correspondente

a um autovalor critico.

Proposi¢ao 2.19 ( [40, Proposi¢do 2.5]). Para k > 1, L,(k) C M(k)? é um conjunto aberto e
denso. Para k =1, L,(k) é aberto e denso quando os autovalores de A em (2.6) tém partes

reais distintas.

O segundo resultado relevante desta sec@o estabelece que dentro do corpo dos nimeros
complexos, genericamente o autoespaco generalizado da matriz Jacobiana J € isomorfo a um

autoespaco generalizado da matriz de adjacéncia A. Comecamos com um lema direto.

Lema 2.20 ( [40, Lema 2.6]). Seja u € C um autovalor de A e denote por E, (A) o autoespago

generalizado complexo associado. Entdo, E, (A) ® Ck ¢ invariante por J.

Demonstragdo. Seja A, = A— pl e escrevemos
J=LRP+AQV=1, M, +A4,WV.

Como ambos os membros deixam E,,(4) ® C¥ invariante, entdo J também deixa. 0
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Seja & € C um autovalor de J e denote por E¢(J) o autoespago generalizado de Jg = J —£1

restrito ao subespaco invariante £,,(4) ® C*.

A Proposic¢ao 2.19 nos permite assumir que todos os autovalores de M, sdo simples e t€ém

partes reais distintas. Segue que a cada p hd uma base de autovetores uy,...,ux de M, em C*.

Para o proximo teorema, devemos impor suposi¢des adicionais a matriz de acoplamento W

da seguinte maneira: para cada autovalor § de M,, com autovetor associado u escreva

Yu =) Gu;. 2.7)
J

Assuma que todos os (i #0 para j=1,... k. (2.8)

Observe que o conjunto de W’s que satisfaz (2.7), (2.8) para um £ fixo € aberto e denso.
Como ha um ndmero finito de &’s, o conjunto de W’s que satisfaz (2.7), (2.8) para todo £ também

¢é aberto e denso.

Teorema 2.21 ( [40, Teorema 2.7]). Assuma (2.7), (2.8). Seja u € C um autovalor de A e seja

& € C um autovalor simples de M,,. Entdo existe um isomorfismo
¢:Eu(A) = Eu(J)

tal que em E,,(A)
Jeop =¢oA,. (2.9)

Observacdo 2.22. A Proposi¢ao 2.19 e o Teorema 2.21 fornecem uma analogia entre as bifurca-
coes de quebra de sincronia em redes regulares e as bifurcagdes de quebra de simetria na teoria
equivariante; no entanto, para ver essa analogia claramente, devemos discutir os subespacos cen-
trais da real jacobiana J, ndo apenas os autoespacos da complexificacao de J. Nesta analogia, os
subespacos centrais de J associados aos autovalores reais de A correspondem a representagoes
absolutamente irredutiveis enquanto os subespacos centrais de J associados aos autovalores

complexos de A correspondem a representacoes nao absolutamente irredutiveis.

A Proposi¢do 2.19 implica que, genericamente, em uma bifurcagcdo de quebra de sincronia,
o subespaco central de J € determinado pelo autoespago correspondente a um autovalor p de A
e um autovalor critico simples £ de M,,. Segue-se, como explicamos a seguir, que os subespagos
centrais de J e, portanto, as bifurcacdes de quebra de sincronia da codimensao 1, se dividem em
trés tipos, que sao descritos melhor considerando-se separadamente os casos em que w € real e

quando p nao € real.
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(a) u € R. Nesse caso, a matriz M, € uma matriz real k x k arbitraria. Como J varia com um
pardmetro, o mesmo ocorre com M, e um valor proprio critico § de M, é 0 ou puramente
imagindrio. Suponha que £ = 0. Nesse caso, todas as constru¢des no Teorema 2.21 sao

reais, e os subespacos reais E,,(A) e E¢(J) sdo isomoérficos. Portanto, E€(J) = E,,(A).

(b) Suponha agora que £ seja puramente imaginario. O Teorema 2.21 afirma que o espago
vetorial complexo E¢(J) e a complexificagdo de £, (A) sdo isomérficos. No entanto, o fato
de M|, ser uma matriz real implica que &£ também € um autovalor critico de M,,. Como o
subespago central E€(J) ¢ a parte real de E¢(J) @ Ez(J), segue que E“(J) = E,(A) &
E,(A).

(c) n & R. Nesse caso, amatriz M,, ¢ uma matriz complexa arbitrdria k x k. Como J varia com
um pardmetro, 0 mesmo ocorre com M,,, e um autovalor critico § de M, é genericamente
puramente imagindrio. Observe, no entanto, que ¢ genericamente nao é um autovalor de

M,,, embora seja sempre um autovalor de M. Portanto, E°(J) = Re(E,(A) ® E, (A4)).

Na teoria de bifurcacdo I'-equivariante, as bifurcacdes em estado estaciondrio correspon-
dem a representacoes absolutamente irredutiveis, e as bifurcacdes de Hopf correspondem a
representacoes ['-simples (ver [51]). Lembrando que as representacdes I'-simples sdo a soma
direta de duas copias de uma representacdao absolutamente irredutivel ou uma tnica cépia de
uma representacao nao absolutamente irredutivel. Como vimos, genericamente pode haver
bifurcagdes de estado estaciondrio e de Hopf com quebra de sincronia em redes regulares que
correspondem a autovalores reais de A e bifurcacdes de Hopf que correspondem a autovalores

complexos de A.

Como consequéncia imediata da Observagao 2.22, temos a seguinte caracterizagcao de subes-

pacos centrais para bifurcacoes de codimensdao um em redes regulares.

Corolario 2.23 ( [40, Coroldrio 2.10]). Genericamente em (®, W), o subespaco central E€(J)
em uma bifurcagdo de estado estaciondrio em uma rede regular é isomérfico a E,(A) para
algum autovalor real @ de A. Em uma bifurcagdo de Hopf, E€(J) é isomérfico a E,(A) ®
E, (A) se u € R oupara Re(E, (A) ® E,(A)) se u €R.

Notamos novamente a analogia entre a classificacao fornecida pelo Corolério 2.23 e a classi-

ficagc@o das bifurcacdes equivariantes. Agora passamos a demonstragao desses resultados.

Demonstragdo da Proposicdo 2.19. Para provar a proposi¢ao, devemos estabelecer que um de-
terminado nimero finito de conjuntos nos pares (P, W) seja aberto e denso. A intersecio desses

conjuntos serd aberta e densa e contera os pares de matrizes desejados.
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Para comecar, tome dois autovalores A4, Ay de A a partir do conjunto (2.6) e considere os
dois conjuntos de pares de matrizes @, W:

Dy = {(®,¥) € M(k)* | M, ,tem autovalores com partes reais distintas}, 2.10)

Egy =D, W) € DyN Dy | My, , M, tem autovalores com partes reais distintas}.
Observe que os conjuntos Dy e Ey y sdo abertos e que £, (k) consiste em matrizes na interse¢cao
dos conjuntos Ey ;. Além disso, se os conjuntos Dy sdo densos em M (k)?, entdo provar que

Ey .y é denso em Dy N Dy, é suficiente para provar que Ey 4 € denso em M (k)?.

Do ponto de vista dessa proposicao, os autovalores distintos da matriz de adjacéncia A em
(2.6) apenas formam um conjunto finito de nimeros reais e complexos. Esse conjunto pode ser

deslocado por qualquer ndmero real ¢, pois
M,=(@+c¥)+ (u—c)W.

Segue que os conjuntos em (tal) sdo abertos e densos para A4, Ay se, e somente se, estes s30
abertos e densos no conjunto A4 —c, Ay —c¢. Da mesma forma, podemos mover o conjunto de

autovalores, pois
1
para qualquer constante real ¢ # 0.

Assim, quando consideramos os conjuntos Dy, podemos assumir, sem perda de generali-
dade, que Ay =0 ou Ay = i. No primeiro caso, M, = ®. Usando formas normais de Jordan
reais, € facil mostrar que as pequenas perturbacdes de ¢ t€m autovalores cujas partes reais sao
distintas. No segundo caso, M, , = ® + iV, que € uma matriz complexa arbitraria. Agora,
usando a base cuja existéncia € garantida pela forma normal de Jordan complexa, podemos ver
que pequenas perturbacdes de ®, ¥ moverao, arbitrariamente, as partes reais dos autovalores de

M, ,. Portanto, em todos os casos, Dy € denso.

Para provar a densidade dos conjuntos Ey y, precisamos considerar pares de autovalores
Ay € Ay em (2.6). Esses autovalores tém partes reais distintas ou partes reais iguais. Portanto,
podemos deslocar e reescalar esses autovalores para que sejam iguais a um dos pares:
(Ag.Ay)  Re(dy) =0; Re(Ay) #0,

(2.11)
(i,iw) 0<w<l.

A densidade dos conjuntos Ey 4 podem ser explicitada em cada caso. Como @, W estdao em

Dy N Dy, as matrizes M, € M, , t€ém autovalores distintos e uma base de autovetores.
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Caso Re(A4) = 0; Re(Ay ) # 0: Nesse caso, mantemos W fixo e o perturbamos para W +

eli. Essa perturbagdo desloca os autovalores de M}, por A4, o qual é puramente imaginario;
portanto, a perturbacao mantém fixas as partes reais dos autovalores dessa matriz. Essa perturba-
¢do também altera os valores proprios de M, , por eéAy. Como Re(dy) # 0, essa perturbacdo

desloca as partes reais dos valores proprios por eRe(A ). Assim, os conjuntos E; ; , sdo densos.

Caso Ay =i; Ay =iw; 0 < < 1: Quando k = 1, as partes reais dos autovalores de M},

e M), sdo sempre iguais e a separagdo das partes reais dos autovalores € impossivel. Portanto,

assumimos k > 2.

A matriz M) , = ® +i W € uma matriz complexa arbitraria. Podemos assumir, como acima,
que os autovalores de M, , sao distintos e, por uma perturba¢do arbitrariamente pequena, que
esses autovalores sdo todos complexos. Fixe um autovalor 74 de M,, com o autovetor y =
YRe +1yrm. Também podemos assumir, apos uma perturbagdo arbitrariamente pequena, que
YRe © YIm 30 linearmente independentes, de modo que o subespaco Y = spang{ygre, Vim} €

2-dimensional. Seja P +iQ uma matriz de perturbacdo para o qual

(P+iQ)y =0. (2.12)

Observe que (M, + (P +iQ))y = ng. Portanto, a parte real do autovalor perturbado de
M, , + (P +iQ) é a mesma que a parte real do autovalor 14 de M;,. Em seguida, assuma
que M, = ®+iwV¥ (onde w # 1) tem um autovalor 7y com o0 autovetor Z = Zge +iZrm €

Re(ny) = Re(ny). Suponha que p, g também satisfagam
(P+iwQ)z=c¢z (2.13)

para algum ¢ € R ndo-nulo. A equagdo (2.13) implica que a parte real do autovalor de M, , +
P +iwQ associada ao autovetor z € ng +¢&. Assim, os conjuntos E; ,; sa0 densos se as restrigdes

de perturbacgdo (2.12) e (2.13) ocorrerem simultaneamente.

Assuma que P ¢é invertivel e seja B = P~1 Q. Entdo (2.12) pode ser escrita como
I+iB)y=0

ou como By =iy. Como yg. € V1, sao linearmente independentes, podemos escolher B para
satisfazer Byre = —Vim € Byrm = Yre. Observe que os autovalores de B em Y sao £i. Segue
que podemos escolher B de modo que I 4 iw B seja invertivel (ambos dentro e fora de Y'), pois

o # +1. Em seguida, observe que (2.13) reduz para



2.2 Bifurcacoes de Codimensdao Um 52

1
Pz = E(I—l—ia)B)z.

Como I+ iw B ¢ invertivel, podemos escolher um P invertivel para satisfazer essa equagao.

Entdo definimos Q = PB.

Observe que o Gnico momento em que precisamos assumir k > 1 foi no segundo caso, o

caso em que dois autovalores da matriz de adjacéncia A tém partes reais iguais. [

Demonstragdo do Teorema 2.21. A Proposicao 2.19 nos permite assumir que todos os autova-
lores de M, sao simples e tém partes reais distintas. Entdo, para cada p existe uma base de
autovetores uy,...,ux de M, em C*. Pelas suposicdes (2.7) e (2.8), assumimos que todos os ¢ ¥

sdo diferentes de zero.

Para o resto da demonstracdo, fixamos o autovalor . Seja & um autovalor de M, e, portanto,
um autovalor de J. Seja E¢(J) C E,(A) ® C¥ o autoespago generalizado correspondente ao

autovalor & de J. Provaremos o teorema construindo o isomorfismo ¢.
Na verdade, precisamos apenas mostrar que ¢ € uma aplicacao injetora. Se for o caso, entdao
dimEg(J) > dimE , (A). De fato, se algum ¢ nao fosse uma sobrejecdo, entdo se seguiria que

k
> dimEg,(J) > kdimE,,(A),

i=1

onde &i,...,& sdo os autovalores de M,,. Porém, como
Ee,(J)® @ Eg, (J) = Eu(A) @ CF,

segue que

k
> dimEg, (J) = kdimE,, (A).

i=1

Portanto, ¢ deve ser tanto sobrejetiva quanto injetiva. Observe que, como consequéncia da
contagem de dimensdes, também provamos que todos os autovalores de J sao os que vieram das
M ,,’s no Lema 2.20. Como genericamente as partes reais de todos os autovalores & sdo distintas

(Proposigdo 2.19), segue que E¢ = Re(Eg(J)).

Em seguida, escolhemos uma base em E,(A) para a qual A estd na forma de Jordan. Seja
E}(A) = ker(4))

para j = 1,...,s, onde s é o menor inteiro para o qual E/{;(A) = E,(A). Seja Al = EIIL(A) o
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conjunto dos autovetores de A com autovalor j e escolha subespacos P/ para j =2,...,s de
modo que
. I .
El(A)=E/"(A)d AN .
Seja d; = dim A’ enote que dy < --- < d,. Além disso, podemos escolher bases {Uj,l,...,vj’dj}
de A’ de modo que

Apjm) = Vj—1m-

Definimos ¢ nos blocos de Jordan de A restritos a E,,(A). Mais precisamente, cada cadeia
de autovetores generalizados {v; s, V2,m,...,Vem} (onde dg11 < m) € uma base para um bloco

de Jordan de A. Deste modo, a constru¢ao de ¢ prossegue indutivamente em cada cadeia.

Para simplificar a notagcdo, denote a sequéncia com subscritos tnicos por Vi,..., Vy. Afir-

mamos que existem vetores Wy, ..., W, em E, (A) ® C* tais que W; # 0, Je(W;) =0e
Je(W)) = W

para2 < j <{ <s. Definimos entdo ¢(V;) = W, e estendemos por linearidade. Por construgao,
@ satisfaz (2.9). Além disso, o conjunto de W; assim construido € linearmente independente.

Observe que nenhum dos W; € igual a zero. Em seguida, suponha que
W=pWi+-+pW; =0,

onde p; € C. Segue que Jg_l(W) = psW1 = 0. Assim, p; = 0 pois W; # 0. Como ps = 0,

temos que Jg_Z(W) = ps—1 W1 = 0, ou seja, ps—; = 0 e assim, sucessivamente.

Também € simples mostrar que a unido dos vetores W; que vém de todas as cadeias diferentes
também € linearmente independente. Assim, a aplicagdo ¢ : E,,(4) — E,(J) € injetiva. Agora

continuamos com a construcdo do W;.

Como os autovalores de M, sdo simples, podemos escrever
CF = S @ span.{U}, (2.14)

onde M, U; = £U; é um autovetor e S € a soma dos autoespacos correspondentes a outros
autovalores além de £. Seja M, ¢ = M, —&I;. Observe que com M, ¢ : Ck - 8, M, ¢ define

uma restricao invertivel a S.

Seja U um autovetor de M/, com autovalor £. Afirmamos que podemos escolher U 1’ =y;U

onde y; € C é ndo-nulo e Uzj,...,Ujj € S de modo que W, tem a forma

W, =V, @Uj +-+V,®U;. (2.15)
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Para comecar, defina W, =V, Q U 11 = U, onde U 11 = U. Como o vetor V7 é um autovetor de
A com autovalor u, o Lema 2.17 afirma que W; # 0 € um autovetor de J com autovalor &; isto

é, Je(W1) = 0. A seguir, encontramos y, € C, U22 e S e W,. Calculamos

Je(Wa) = (20Ul + Vi@ U3)
= V2@ 1My sU)+ (A, V2) ® 12 (WU) + Vi ® (M, U2) + (A, V1) ® (WU2)
= V1®y(VU)+ V1 ® (M, ¢Uy)

pois M, U =0,A4,V,=0e (A,V2) = V1.

Segue que para resolver J¢(W2) = W) = V; ® U devemos resolver a equagio
V2(PU) + (M, :U7)—U =0 (2.16)

para U} € Ck e y, € C. Usando a condigio de genericidade (2.7), podemos definir y, = ,_1

onde u; € o autovetor em (2.7) que corresponde ao autovalor §. Dai (2.16) agora torna-se
M, U 2 — 0,

onde Q € S. Como M, ¢ ¢ invertivel em S, essa equagdo pode ser resolvida para U7 € S. Em
seguida, assumimos que W;_; foi definido em E,, (A) ® C* para que J¢(W;_;) = W,_,. Para
completar a indugo, devemos encontrar W; € E, (A) ® C* e y; € C de modo que Je(W;) =

W;_1. Seja W; como mostrado em (2.15). Calculamos entdo

JeW;) = Je(V; @Ul + -+ V@ UY)
= Je(V; QU +-+ (i @ U))

j—1
=Vic1 @y, (YU) + ) (Vig1-p ® (M gUJ) +Vi—p ® (YU)) + V1 © (M, £ U} )
p=2
- |
= (Vj—p ®(\IjUpj +MM,EU1)]+1)-
p=1

~

Lembramos que W;_; tem a forma
Wisi =V ®@U{ T+ + Vi@ U, _yim, (2.17)

onde U/ ™' = yj—1U para algum y;_; € C.

Deste modo, para encontrar W; tal que J¢(W;) = W;_;, precisamos resolver o sistema de
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equagoes

(¥ —y;—)U + MU = 0,
WU —U{ "+ MU = 0,

\IJUJ'].—I_U/'J.—_II"_MM’EUJ'J. = 0
Para Uzj,...,Ujj €eSeyjeC.

Como no caso j = 2, podemos resolver a primeira equagao escolhendo y; de modo que

(yj ¥ —yj—1)U inS. Em seguida, pode-se inverter M,, ¢ para resolver U2j es.

As equacoes restantes t€m a forma

onde ¢3,...,q; € S que podem ser resolvidas para U3, ..., U]-j € S pelainversaiode M, ¢. LI

2.3 Ramificacoes de Solucoes

Nesta sec¢do, provamos um andlogo do Lema de Ramificacao Equivariante [51] no contexto

de sistemas de células regulares.

O subespagco A = {(y,...,y)} consiste em pontos totalmente sincronos. Suponha que
X = F(x,A) ¢ um SCA e (x9,A9) € A é um equilibrio totalmente sincrono em Ag; isto é,

F(x9,A0) = 0. Entao (x9,A¢) € um ponto de bifurcacio de quebra de sincronia se
K =ker(dF)x, ., 70 e KNA ={0}.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que Ao = 0. Numa bifurcag@o de quebra de sincro-
nia, (dF)x,.1,|a € ndo-singular. Portanto, o teorema da func¢do implicita garante que exista uma
familia parametrizada de equilibrios totalmente sincronos x(A), onde x(0) = xo. Novamente

podemos assumir, sem perda de generalidade, que x(A) = 0. Segue-se que xo =0e F(0,A) =0.

Definicao 2.24. Uma polidiagonal A, correspondente a uma coloracio balanceada, € dita axial
(em K) se dim(A, NK) = 1.
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Teorema 2.25 ( [40, Teorema 6.3]). Seja G uma rede regular e F(x, ) uma familia de sistemas
G-admissiveis. Seja (xo,Ao) um ponto de bifurcacdo de quebra de sincronia. Entdo, generica-

mente cada polidiagonal axial em K corresponde a um uinico ramo de zeros de F.

Demonstragdo. Vamos mostrar existe um tnico ramo de zeros de F associado a polidiagonal
A,. Seja F= F|a,. Observe que ﬁ'(O,A) =0e que (d 13')0,0 possui um ntcleo 1-dimensional
igual a A, N K = spang(v). Seja G : R xR — R a equacdo reduzida obtida pela reducdo de
Liapunov-Schmidt de F para spang (v) [43, Capitulo I e Apéndice 2]. Observe que G(0,4) =0

Portanto, pelo Teorema de Taylor,
G(t,A) =tH(t, 7).

Genericamente, H(0,0) é ndo-nulo e o teorema da Funcao Implicita garante a existéncia de uma

familia de solugdes para H(¢,A) = 0 parametrizada por ¢. O

Exemplo 2.26. Arede 6 em [63], mostrada na Figura 2.7, fornece um exemplo em que o Teorema
2.25 pode ser aplicado quando 0 € um autovalor multiplo da matriz de adjacéncia e, portanto,
de dF. A matriz de adjacéncia com um autovalor zero duplo e um tnico autovetor associado

v =(1,—1,—1)". é mostrada ao lado.

)
@ |

@ A0y

Figura 2.7: Rede de 3 células com autovalores miltiplos na matriz de adjacéncia reproduzida de [63].
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Observe que a configuracao da célula 2 igual a célula 3 leva a uma coloragdo balanceada e
que A, N K = span(v) é 1-dimensional. Portanto, o Teorema 2.25 implica na existéncia de uma
ramificacdo de equilibrios com x, = x3. Observamos que [63, Teorema 4.11] também prova a

existéncia de uma ramificacdo assincrona de solugdes que se origina dessa bifurcagao.

Suponha que o sistema de células acopladas tenha um grupo de simetria I" e suponha que X
seja um subgrupo axial para a acdo de I' em K. Entao, Fixg (¥) = Fix(X) N K € 1-dimensional

e o Teorema 2.25 se reduz ao Lema de Ramificacdo Equivariante.

Exemplo 2.27. A rede de quatro células mostrada na Figura 2.8 mostra que, em principio, o

Teorema 2.25 fornece informagdes mais refinadas do que o Lema de Ramificagao Equivariante.
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Para ver isso, observe que a matriz de adjacéncia dessa rede tem autovetores
(1,1,1,D", (1.,—-1,-1,1)", (0,0,1,—1)", (0,0,1,1)T,

correspondendo aos autovalores 2, —2, —1, 1. As bifurcacdes associadas ao subespacgo central

correspondente, que sdo cobertas pelo Teorema 2.25, levam a solugdes sincronas.

O=0
Voo
O—0

Figura 2.8: Rede homogénea de 4 células com simetria Z, e sua matriz de adjacéncia.

SN
)]

Il
oo
—ooN
—ocoo
o—oco

O primeiro autovetor leva a uma solugdo totalmente sincrona enquanto os demais levam a
solugdes no subespago de sincronia correspondente as cores balanceadas na Figura 2.9. Observe
que o Lema de Ramificacdo Equivariante discute apenas o padrdo de sincronia correspondente

ao autovetor (0,0,1,1)7, o qual estd associado a Fix(Z,).
— o — e
- B -
0= O0=06 0=
O—© 0—=0 O
D D D ——

Figura 2.9: Trés coloracdes balanceadas nao-triviais de rede homogénea de 4 células com simetria Z,.

Se a dindmica interna é unidimensional, o subespaco central correspondente aos autova-
lores —1, 1 ndo pode ocorrer como a primeira bifurcagao. No entanto, se a dindmica interna
2-dimensional for assumida, uma bifurcag@o correspondente a cada autovalor de A pode ser a
primeira a sofrer bifurcagdo. Observe que os autovalores de (d F)¢ que correspondem aos au-
tovalores 2, —2, —1, 1 de A sao os autovalores das matrizes ® +2W¥, ® -2¥, & -V e &+ U,
respectivamente. Portanto, para encontrar uma bifurcac¢do associada ao autovalor 1 de A, preci-
samos encontrar ¢ e W para que os seis autovalores das trés matrizes © +2W, & —2W, o — W
tenham todos parte real negativa e um autovalor de ® 4+ W € 0, enquanto o outro € negativo.

—1 -2 0 —1

@Z c \IJ:
-2,5 —4,5 I 0

sdo matrizes que exemplificam essa propriedade.
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Um teorema geral para redes que € andlogo ao Teorema de Hopf Equivariante (EHT) [51]
(ou seja, uma extensdo do Teorema 2.25 considerando dim(A, N K) = 2) € dificil de estabe-
lecer. O ponto principal diz respeito a simetrias espago-temporais. O EHT usa o fato de que
a prépria bifurcacdo de Hopf induz uma acdo natural de S! correspondente 2 mudanca de fase
e a interacdo dessa simetria S! com as simetrias espaciais do sistema. No contexto geral de
redes, ha evidéncias crescentes de que solugdes periddicas com sincronia de deslocamento de
fase (rigida) s6 podem ocorrer se uma rede quociente associada tiver simetria nao-trivial. De
fato, para redes homogéneas conexas por caminhos, essa simetria pode ser dada por um grupo
ciclico (veja o Teorema da Fase Rigida em Golubitsky ez al. [42] onde essa conjectura € mostrada
sem a hipétese de conexidade usando “extensdes de simetria” da rede quociente). No entanto,
nao estd claro como estabelecer um andlogo interessante do EHT com essa conjectura. Mesmo
no contexto especial de simetrias interiores [41], onde o andlogo do EHT pode ser facilmente

estabelecido, a prova permaneceu evasiva e foi dada apenas 2008 por Antoneli ez al. [7].

Dois exemplos ilustram algumas das dificuldades mais simples: o anel unidirecional de trés

células (Figura 1.3) e a rede de alimentagdo direta de trés células (Figura 1.5).

A bifurcacao de Hopt a partir de um equilibrio sincrono no anel unidirecional pode ocorrer
com dinamica interna unidimensional e leva (devido a simetria Z3) a solu¢des onde quaisquer
duas células oscilam um ter¢o de um periodo fora de fase. E um fato curioso que a bifurcagio
para oscilagao sincrona possa ocorrer apenas quando a dindmica interna for pelo menos bidi-
mensional (k > 1). Esses fatos seguem trivialmente dos subespacos centrais associados a matriz

de adjacéncia,

0 01
Aunidir = 1 00 (218)

010
Os autovalores de Aypigir s80 1 =1, o = —14+1 V3 /2 e i, com autoespagos reais associados
Vi = spang(1,1, 1)T e Vo={(x1,x2,x3) | x1 +x24+x3 =0}. (2.19)

Foi mostrado em [35] que a bifurca¢do de Hopf com quebra de sincronia na rede de alimen-
tacdo direta leva a duas ramificagdes de solugdes periddicas. A amplitude das solugdes em
l 2z A . ~ .
um ramo cresce na taxa esperada de A2 (onde A € o parametro de bifurcacio) e a amplitude de
~ . 1 oA 1
solugdes ao longo do outro ramo cresce na taxa inesperada de Ae. Nem a existéncia de multiplas
solu¢des nem a rapida taxa de crescimento se devem a simetria. Em vez disso, devem-se em parte

a presenga de autovalores repetidos na matriz de adjacéncia induzidos pela arquitetura da rede.
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A matriz de adjacéncia da rede de alimentacao direta é

1 00
Aw=11 0 0 (2.20)
010

Os autovalores de A,y sdo ny = 1 e 1, = 0 com multiplicidade algébrica 2 e multiplicidade

geométrica 1. Os autoespagos (generalizados) reais associados sao
Wy =spang(1,1,1)" e W, =span((0,1,0),(0,0,1)). (2.21)

A estrutura de Jordan ndo trivial de 4,4 € responsdvel pela existéncia de varias ramificagdes de
solucdo nas bifurcacdes de Hopf que quebram a sincronia nesta rede, mas o quadro completo
¢ ainda mais complicado. Elmhirst e Golubitsky [35] mostram que existem outras redes regu-
lares que possuem estruturas de Jordan em suas matrizes de adjacéncia idénticas as da rede de
alimentacao direta, mas cujas bifurcagdes nao lineares geram solugdes com diferentes multipli-

cidades e diferentes taxas de crescimento.

Discutiremos na préxima se¢do o comportamento dessas estruturas de solucao.

2.4 Bifurcacoes de Solucoes Sincronas Estaveis

Até agora, classificamos os subespagos centrais de possiveis bifurcacoes de codimensao um
a partir de um equilibrio totalmente sincrono que pode ocorrer em sistemas de células regulares,
mas nao discutimos se essas bifurcacdes podem levar a solugdes estaveis. Mais precisamente,

suponha que u1,..., 1, sdo os autovalores distintos da matriz de adjacéncia.

Uma bifurcagdo de quebra de sincronia associada ao autovalor w; pode levar a solugdes
estdveis somente se existirem matrizes ¢, ¥ de ordem k de modo que todos os autovalores
das matrizes M, para i # j tenham parte real negativa e todos os autovalores ndo-nulos de
M,,; tem partes reais negativas. Se esta condi¢@o necessaria for satisfeita em uma bifurcagéo de

codimensdo um, chamamos essa bifurcacao de bifurcagdo primaria.

E conjecturado que, se k for grande o suficiente, pode haver uma bifurcagao primaria de que-
bra de sincronia de codimensao um associada a qualquer autovalor ©; da matriz de adjacéncia.
Entretanto, essa conjectura pode ser provada apenas para redes regulares cujas matrizes de ad-

jacéncia tém autovalores reais.
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Teorema 2.28 ( [40, Teorema 7.1]). Suponha que todos os autovalores da matriz de adjacéncia
A de uma rede regular sejam reais. Sejam 1 < --- < W, os autovalores distintos de A. Suponha
que k = 2. Entdo, para qualquer 1 < j <r, existem matrizes ® e ¥ de modo que os autovalores

de M,,, tem parte real negativa para todos os i # j e os autovalores de M,,; sdo 0 e negativos.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos deslocar os nimeros p; pela mesma cons-

tante ¢. Mais precisamente,
P+puV =04+ c¥+(u—c)V.

Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir que u; = 0.

O teorema € facilmente observado valido para j = 1, mesmo quando k = 1. Apenas pegue
® =0e ¥ = —1. Da mesma forma, quando j = r, defina ® = 0 e ¥ = 1. Portanto, podemos
assumir 1 < j < r. Nesse caso (quando k = 2), devemos encontrar as matrizes ® e W tais que

tr(M m) <Oparatodoi e det(M m) > 0 para todo i # j. Afirmamos que isso pode ser feito

definindo
(I) = O 0 c \IJ = _1 w s
0 ¢ 1 0
onde
¢ < 1 (2.22)

e

U< — ¢ . (2.23)

Hj—1

Observe que
tr(P+ud)=¢p—pn e det(®+u¥)=—pu—yu’
Assim, a suposicao (2.22) implica que

tr(My,) =¢—wi <¢—p1 <0

para todo 7, pois ;1 < w;. Afirmamos que det(MMl.) > (0 sei # j. Para verificar isso, observe

que parai # j, det(Mm) > 0 se, e somente se

1
W < (_¢)_v
Hi
0 que equivale a
—ﬂ - >0
Hi

paratodoi # j.
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Como —¢ > 0, precisamos escolher ¥ suficientemente negativo, ou seja, menor que —¢ ve-
. . 1 ) 4 1 :
zes o maior valor negativo de e Por causa da ordem dos p;’s, esse valor é 75—, » que assumimos
4 Jj—
em (2.23). [

Suponha que os autovalores da matriz de adjacéncia de uma rede regular sejam reais. Se a di-
mensdo da dindmica interna é k > 2, o Teorema 2.28 implica que existe uma bifurcagio primaria
de estado estaciondrio com codimensdo 1 associada a qualquer autovalor p. Esta afirmacio nao

¢ verdadeira para as bifurcacdes de Hopf, pelo menos quando k = 2.

Assuma que uma rede regular tenha uma matriz de adjacéncia A com um autovalor negativo
L1, um autovalor zero e um autovalor positivo w,. Suponha também que kK = 2. Entdo uma
bifurcacdao Hopf associada ao autovalor O de A nao pode ser a bifurcacao priméaria. Para verificar
esse ponto, observe que se a matriz My = ® de ordem 2 tiver autovalores puramente imagindrios,

segue que tr(®P) = 0 e, portanto, que
(M) = tr(¥) e e(M,) = i, tr(P).

Se tr(¥) # 0, entdo os tragos das matrizes M; e M, tém sinal oposto e uma delas deve ter um
autovalor com parte real positiva. Portanto, o autovalor 0 da matriz de adjacéncia ndo pode cor-
responder a uma bifurcagdo primaria (de Hopf). Se tr(¥) = 0, entdo tr(M;) = 0 e a bifurcagio
ndo € de codimensdo um (se det(M;) > 0 ou ndo € uma bifurcagcdo primadria (se det(M;) < 0).
Em resumo, para ter uma bifurcagao primaria de Hopf associada a um autovalor i de uma matriz

de adjacéncia geral, deve-se supor que k > 3.

Observagdes como essas foram feitas anteriormente na literatura de formacdo de padroes.
E um fato conhecido que nio sdo possiveis bifurcacdes de quebra de simetria de um equilibrio
totalmente simétrico estdvel em uma tnica equagdo de reacdo-difusdo. Tais bifurcacdes podem
ocorrer apenas em sistemas que consistem em vdrias equagdes. Por exemplo, Ermentrout e
Lewis [37] mostram a necessidade de trés espécies para obter uma bifurcacao de Hopf que quebra
a simetria de Turing. Generalizaremos esse fato considerando que, se k > 3, todos os tipos de

bifurcacdo de Hopf podem ocorrer como bifurcacdes primdrias.

Teorema 2.29 ( [40, Teorema 7.2]). Suponha que todos os autovalores da matriz de adjacéncia
A de uma rede regular sejam reais. Sejam jL; < --- < W, os autovalores distintos de A. Suponha
que k = 3. Entdo, para qualquer 1 < j <r, existem matrizes ® e W de ordem 3 de modo que
os autovalores de M,,; tem uma parte real negativa para todo i # j e os autovalores de M,

sdo puramente imagindarios e negativos.
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Demonstragdo. Comecamos relembrando o clédssico critério de Routh-Hurwitz (Routh [76],

Hurwitz [59]). Considere um polindmio de grau 3,
M rar?+ah+az;=0.
Todas as raizes deste polindmio tém parte real negativa se, e somente se,
a1 >0, as3>0, ajar>as.
O polindbmio tem um par de raizes puramente imagindrias se, e somente se

a; >0, az3>0, aja,=as.

Provamos que o autovalor p; pode ter uma primeira bifurcagdo de Hopf quando k = 3.
Como na prova do Teorema 2.28, podemos transladar todos os autovalores p; para que p; = 0.

Desejamos encontrar matrizes ¢ e W de ordem 3 de modo que:

e &+ pW tem todos os autovalores com partes reais negativas quando i # j,

e ® possui um par de autovalores puramente imaginarios e um autovalor negativo real.

Prosseguimos escolhendo primeiro um a > 0 satisfazendo a > |u;| para todo i. Dai, seja

—a a —a 010
P = 0 0 —a e V=10 0 1
1 0 O 00O
Entao
—a a—+Wu; —a
D4 puv = 0 0 —a—+pui
1 0 0
cujo polinOmio caracteristico €
AP +ar*+ar+(a*—u?) =0. (2.24)

Parai = j, temos u; = 0 e (2.24) tem raizes —a e +i  /a, enquanto que, para i # j, todas as

raizes de (2.24) tém parte real negativa pelo critério de Routh-Hurwitz. U



Capitulo 3

SISTEMAS GRADIENTES E HAMILTONIANOS

Discutiremos neste capitulo duas classes de sistemas dinamicos que apresentam uma co-
nexao entre suas representagdes topologicas no formalismo de células acopladas. Tal carac-
terizacao através da matriz de adjacéncia relaciona essas classes com o que apresentamos no

capitulo anterior sobre a existéncia de bifurcacdes de solugdes estdveis e abre vdrias aplicacoes.

3.1 Sistemas Gradientes

Nesta se¢do, consideramos os campos vetoriais que sdo dados pelo gradiente de uma fungao
com valor escalar, chamados de campos vetoriais gradientes. Os campos vetoriais gradientes
surgem em uma variedade de aplicagcdes. Por exemplo, eles surgem no estudo de redes neurais
e aprendizado de méquina [56] e no estudo de circuitos e redes elétricas [58]. Considere um

sistema dindmico da forma

X ==V f(x), (3.1)
onde f : P — R é um fungio suave de classe pelo menos C2, x = (x,..., x,) denota a varidvel
de estado do espaco de fase total P = (R™)" e, parai = 1,...,n, x; € R™ € a varidvel da célula

i. O sinal de menos em (3.1) é uma convengao relacionada a uma minimizacao ao invés de um
problema de maximizag@o. Na pratica, o sistema x(¢) = V f(x(¢)) esta invertendo o fluxo, ou
seja, este possui as mesmas curvas integrais que (3.1) apenas com orientacao diferente, assim
sempre podemos redefinir f(x) como — f(x). A estrutura especial deste campo vetorial, ou
seja, o fato de ser um gradiente de uma func¢do com valor escalar, impde restricdes estritas a

natureza da dinamica, como veremos.

Primeiro, deve ficar claro que os pontos de equilibrio de (3.1) sdo pontos singulares de f(x).

Além disso, em qualquer ponto, exceto em um ponto de equilibrio, o campo vetorial (3.1) €
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perpendicular aos conjuntos de niveis de f(x). Podemos obter mais informagdes diferenciando

f(x) ao longo de trajetérias de (3.1), ou seja,

f(x)=Vf(x)-*,
=V f(x)-(=V f(x)),
=—|Vf(x)P, (3.2)

134

onde ““-”” € o produto interno euclidiano, | - | ¢ a norma euclidiana induzida e a notagao de Newton

indica derivada com respeito ao tempo. O proximo resultado segue imediatamente deste célculo.

Proposicao 3.1. f(x) <0e f(x) = 0 se, e somente se, x for um ponto de equilibrio de (3.1).

Também € facil ver que a matriz associada a linearizagdo num ponto de equilibrio de um
campo vetorial gradiente pode ter apenas autovalores reais. Isso vem do fato de que —V? f(x),
a matriz Hessiana do potencial coincide com a matriz Jacobiana do sistema, que é uma matriz
simétrica e logo, possui apenas autovalores reais. Observe que devido a isso, sistemas gradientes

nao podem exibir bifurcagdo de Hopf.

Assim, partindo da definicao de conjuntos de entradas de uma rede, temos o seguinte resul-

tado sobre sistemas gradientes.

Proposicao 3.2. Uma condigdo necessaria para uma rede homogénea satisfazer (3.1) é que os
seus acoplamentos sejam todos bidirecionais. Dito de outro modo, é necessario que a matriz de

adjacéncia associada ao digrafo da rede seja simétrica.

Demonstragdo. Seja F um campo vetorial admissivel tal que F = V f para algum campo esca-

lar f. Sejam c,d € C tais que c estd acoplada a d pelasetae’ € I(d). Temos F = (Fy,..., F,)

onde
af
Fd(xd,xl(d)) = Fd(xd,...,xc,...) = —(xd, ey Xey e )
Bxd
. . oF;  OF; ., .
Como o campo F é gradiente, devemos ter — = — para todo i # j (campo conservativo),
Xj Xi
ou seja,
F;  OF, Jd af d af
= = — = —
ox.  0xg 0x. 0xg  0xgq 0x
onde devemos ter F,.(x.,...,Xq,...), Ou seja, existe uma seta ¢” € I(c) de modo que d também
estd acoplada a célula ¢ como queriamos mostrar. U

A Proposicao 3.2 nos permite simplificar a representacdo de uma rede associada a um sis-
tema gradiente. Podemos associar a cada par de setas entre células uma aresta, tornando o digrafo

da rede num grafo ndo-direcionado usual.
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Proposicao 3.3. O conjunto das redes homogéneas finitas de sistemas gradiente é isomorfo ao

conjunto dos grafos rotulados finitos.

Demonstracdo. Bastanotar que para o digrafo de uma rede G com matriz de adjacéncia simétrica
Ag e um grafo ndo-direcionado de uma rede V' onde cada aresta representa um par de setas com
matriz de adjacéncia A, serem isomorfos, deve existir uma matriz de permutacdo P tal que
Ag = PA PT. Porém, como estamos fixando rétulos em ambos os vértices e cada rede tem por
hipotese todas as dindmicas internas, a Unica permutacdo possivel € a identidade. Logo, para

cada grafo simples, existe um unico digrafo simétrico correspondente. 0

O principal resultado desta secao caracteriza as fun¢des admissiveis, ou seja, fungdes suaves
cujos gradientes sao campos vetoriais admissiveis. Essas funcdes sao decompostas como os
pares de codimensao um (P, ¥): uma componente que depende da dindmica interna (funcgdes

de dinamica interna) e a que depende da arquitetura da rede (funcdes de acoplamento).

3.1.1 Funcoes Admissiveis

A fungdo f cujo gradiente € um campo vetorial admissivel para uma determinada rede G é
chamada de fungdo gradiente admissivel. Portanto, a estrutura do gradiente de um sistema aco-
plado estd em correspondéncia com a existéncia de uma fun¢do gradiente admissivel associada.
Observamos que uma condi¢do necessdria para um campo vetorial admissivel ser gradiente é

que cada célula individual também seja gradiente.

Definicao 3.4. Para uma rede G, uma funcdo suave f : P — R é uma funcdo gradiente ad-

missivel se seu gradiente V f for um campo vetorial G-admissivel.

Em [64], a caracterizacdo de func¢des gradiente admissiveis € dada para redes bidirecionais
sem arestas multiplas. Aguiar et al. [2] observaram que o resultado pode ser naturalmente es-

tendido para redes com vdrias arestas e lagcos. O resultado € dado no Teorema 3.6 a seguir.

O préoximo resultado é uma das principais restricoes impostas aos campos vetoriais ad-

missiveis quando sdo do tipo gradiente.

Lema 3.5 ( [64, Lema 2.2]). Dada uma rede G com |V| > 3, se uma funcao suave f : P — R é
uma funcdo gradiente admissivel, entdo, a menos que seu grafo seja completo, temos que para

qualquer 1 <i,j. L <k,
0 f

i J 9L
dxy, 0xi,0xy,

0, (3.3)

se vy, vy, U3 sdo vértices distintos em G.
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Demonstragdo. Provaremos por indugdo sobre o niimero de vértices em G. Por simplicidade, a
prova é realizada para k = 1, mas o resultado € igual para qualquer dimensdo k > 1. Para |)V| =3,
se (3.3) ndo se mantiver, entdo para cada i € {1,2,3}, df / dxy, € uma fungdo ndo trivial das
outras duas varidveis e assim, G necessariamente tem seus trés vértices acoplados um ao outro.
Para n > 4, suponha que se uma rede tiver n — 1 células e trés células distintas para as quais (3.3)
ndo ocorre, entdo todas elas serdo acopladas entre si. Agora, seja |V| = n e suponha que existam
V1, Vs, V03 € V distintos, de modo que (3.3) falhe. Seja u € V onde u # vy, v,,v3. Desde que G é
conexo, existe w € V tal que (u,w) € £. Pela hipétese de indugao, todos os vértices em G, exceto
possivelmente u, sdo todos acoplados entre si. Em particular w € I(v;), i € {1,2,3}. Agora,
parai € {1,2,3}, usamos a forma (2.1) com simetria de df / dx,, juntamente com a hipétese de
derivadas de terceira ordem em relagdo a x,,, x,, Xy, hdo-evanescentes para concluir que
0% f

0y, 0Xy, 0Xy

# 0, (3.4)

Mas pela hipétese de inducdo também temos

of
00Xy

= fl’l—l(-XIU7-xU1""5xvn719xu)-

Assim, parai = 1,...,n—2,
0% f ( af

0xy,0xy, 0y,

) #0,

e deste modo, u € Nyepr(w), OU seja, vértices in G estdo todos acoplados. Se u = v; para algum

i €{1,2,3}, apenas reorganizamos os indices em (3.4) para chegar na mesma conclusio. [

Antes de prosseguir, lembramos que uma rede € dita bipartida se seu conjunto de vértices V
puder ser dividido em dois subconjuntos disjuntos V; e V5, de modo que cada aresta de G conecta
um vértice de um subconjunto a um vértice do outro [95]. Se a rede € bipartida, reorganizamos
a numeracdo de células, se necessario, paraque Vi = {1,...,r}e Vo ={r+1,...,n},r > 1,ea

matriz de adjacéncia Ag de ordem n tem a forma

0, B

A=
T C 0.,

Teorema 3.6 ( [2, Teorema 5.2]). Seja G uma rede bidirecional que possa ter vdrias arestas e
lagcos. Uma funcdo [ : P — R é uma funcdo gradiente admissivel associada a G se, e somente

se, existem fungdes suaves o : R™ — R e B : R?*™ — R tais que

n

f)= Y ayBlix)+ Y elx). (3.5)

i=l,i<j i=1
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Se G é bipartida e além disso existem v; € Vi e v; € V, com a mesma valéncia, ou se G ndo é

bipartida, entdo B é invariante por permutagoes das varidveis de estado.

Demonstracdo. Seguimos os passos da prova de [64, Teorema 2.4]. A ideia principal por tras
dessa prova é o fato de que o componente f, de um campo vetorial admissivel na dire¢ao de
um vértice v € V € uma fun¢do invariante sob qualquer permutacao das varidveis de entrada
correspondentes, digamos u1,...,uy, para algum, £ > 1. Os grafos em [64, Teorema 2.4] ndo

tém arestas mdltiplas, caso em que f, é da forma

Jo(X) = fo(Xp. Xu s Xuy),

comu; #u;parai # j,i,j =1,...,£. Como consequéncia, o termo de acoplamento da fun¢io
admissivel f € a soma de uma regra em duas varidveis aplicadas a cada (x,,x,;) sempre que
houver uma aresta do vértice v; ao vértice v;, que € no maximo uma aresta nesse caso. Se
houver varias arestas em um vértice v, entdo f, ainda estd na forma acima, mas com variaveis
de vértices repetidas sob a barra de permutacdo. Se v; € tal vértice, entdo existem a;; arestas
de v; av;, com j = 1,...,q;;. Essas arestas contribuirdo com a;; termos iguais na soma dos

termos do acoplamento. 0

Exemplo 3.7. A mais simples rede com multiplas arestas é dada na Figura 3.1 onde cada aresta
corresponde a um acoplamento bidirecional. No Teorema 3.6, escolhendo os espagos de fase da

célula para R, a funcio f :R? — R,
f(x1,x3) = —2xfx2 - 2x1x§ (3.6)

¢ uma funcdo gradiente admissivel para essa rede.

—

Figura 3.1: A mais simples rede de 2 células com muiltiplas arestas.

Exemplo 3.8. Considere a rede O, da Figura 2.4 (esquerda). Do Teorema 3.6, a forma geral

das fungdes gradiente admissiveis para essa rede com B(x,y) = B(y,x) é dada por

f(x1,x3,x5) = B(x1,x3) +2B(x1,X5) + 2B(x3,X5) + B(x5,x5) + e (x1) +a(x3) + 2 (x5).

E interessante observar que um campo vetorial admissivel de uma rede bidirecional pode
suportar uma restri¢do a um subespacgo invariante com dinamica gradiente mesmo sem ser de

fato um campo gradiente, como ilustraremos no préximo exemplo.
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O—0

O—0O

Figura 3.2: Uma rede bidirecional regular de 4 células com valéncia 2.

Exemplo 3.9. Considere a rede da Figura 3.2. Relembrando [64, Lema 2.2] que para qualquer
rede com mais de 3 vértices, uma condicio necessdria para uma fungido f ser admissivel para

essarede é
93 f

— =0, 3.7
0x; 00X 0xg G-7)

para quaisquer células distintas i, j ,k. Assim, o sistema de equagdes

X1 = X2X4 + X1 (X2 + Xx4)
X2 = X1X3 + X2(x1 + X3)
(3.8)
)‘63 = XpX4 + X3(X2 + X4)
X4 = X1X3 + X4(x1 + Xx3)
define um SCA para a rede da Figura 3.2 que nao € gradiente. Como a relacdo de equivaléncia

<= {{1,3},{2,4}} é balanceada para essa rede, temos que Ayq = {x

X1 = X3,Xp = )C4} é um
subespaco de sincronia. Além disso, a rede quociente correspondente € a rede exibida na Figura

3.1. Deste modo, (3.8) restrita a A, corresponde a

X1 = x% +2x1%,
(3.9)
)Efz =X % + 2X2X 1
que € um sistema gradiente admissivel para a rede da Figura 3.1. Observe que f/2, para f em
(3.6), também € uma func¢ao gradiente admissivel.
Como naturalmente esperado, campos vetoriais gradiente admissiveis podem ser levantados

para campos vetoriais que ainda sdo gradientes.

Exemplo 3.10. O campo vetorial (3.9) associado com a rede da Figura 3.1 pode ser levantado

para um campo vetorial admissivel da rede da Figura 3.2 que é gradiente. De fato, tomando

f(x1.%2,X3,x4) = B(x2,x1) + B(x2,X3) + B(xa, X1) + B(Xa, X3),

ara B(x,y) = —1/2(x%y + xy?), temos que f € uma funcao gradiente admissivel para a rede
P q g |y
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da Figura 3.2 que restringe-se a (3.6) no subespaco de sincronia A. Ou seja, a restri¢cdo da fungao

gradiente admissivel f para essa rede € ainda uma fungdo gradiente admissivel.

3.2 Sistemas Hamiltonianos

Nesta secao, consideramos uma classe de sistemas dinamicos bem conhecida. Discutiremos
os campos vetoriais que sao dados por uma func¢do com valor escalar a partir das conhecidas
equacoes de Hamilton. Na Fisica, sistemas dindmicos hamiltonianos descrevem a evolugao de

um sistema fisico, como um sistema planetario ou um elétron em um campo eletromagnético.

Dada uma fun¢do /(q, p) : P — R, um sistema dindmico acoplado hamiltoniano € um sis-

tema definido a partir de 2mn equagdes diferenciais ordinérias

(q.p)" =IVh(g.p). (3.10)
onde
j— | Owm  Lm G3.11)
_Inm Onm
¢ uma matriz anti-simétrica, g = (q1,...,4») € p = (p1,..., pn) s@o chamados vetores de posi¢ao
e momento, respectivamente, e formam o espaco de fase total P = (R?>™)" e, parai = 1,...,n,

(gi, p;) € R?™ & a variavel de posicdo e momento de cada célula i.

Como no caso gradiente, sistemas acoplados hamiltonianos destacam-se pelo seguinte:

Teorema 3.11. Suponha que um sistema hamiltoniano de equagoes diferenciais possa ser re-
presentado como um sistema acoplado de células hamiltonianas e sua rede seja conexa. Entdo,

a rede é acoplada bidirecionalmente, ou seja, a sua matriz de adjacéncia é simétrica.

Demonstragdo. Dado que o sistema € hamiltoniano, existe uma fun¢ao hamiltoniana correspon-

dente que pode ser escrita, considerando x; = (g;, p;), como

h = Xn:hi(xi)+hc’

i=1

onde, X7_, h; representa a dindmica interna dentro dos subsistemas e s, deve capturar toda a
dindmica de acoplamento. Se o nimero de nds no sistema for n = 1, entdo h, = 0 e e sistema
€ trivialmente conexo por zero setas. Suponha que n > 2. Agora, as equacgdes diferenciais de

cada x; podem ser escritas como

)'Ci = Jmivxih = Jml- vxi (hz +hc)
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em que J,,, é obtidade I,, ® J,,, =S™'JS, onde S = [e1,€mn+1,€2,€mn+2s-- -+ €mn,€2mn] € Uma
matriz de permutacdo conhecida por permutacdo de embaralhamento perfeito (perfect shuftle).
Como temos uma rede conexa, Vy, h, # 0 e V,, h. deve ser uma fun¢io de x; para algum j #i.
Se Vy, h. ndo depende de qualquer outra varidvel de estado, entdo a rede é desconexa. De modo
andlogo a Proposicdo 3.2, a igualdade das derivadas parciais mistas de s, com respeito a x; € x;
nos diz que Vy; h, # 0 e assim, Vy h. também depende de x;, de onde concluimos que todos

os acoplamentos devem ser bidirecionais e a matriz de adjacéncia dessa rede € simétrica. [

A fungdo h : R™" x R™" — R satisfazendo (3.10) é a fung¢do hamiltoniana do sistema e
quando esse sistema de equacdes é um SCA para uma determinada rede G, ela é chamada de
funcdo hamiltoniana admissivel de G. Assim, a estrutura hamiltoniana de um sistema acoplado
estd em correspondéncia com a existéncia de uma funcao hamiltoniana admissivel associada a
ele. Além disso, uma condi¢@o necessdria para que um campo vetorial admissivel seja hamilto-

niano € que cada célula individual seja também hamiltoniana.

No teorema a seguir, caracterizamos as funcdes hamiltonianas admissiveis de qualquer rede

bidirecional. Isso corresponde a versdao hamiltoniana do Teorema 3.6 da secdo anterior.

Teorema 3.12 ( [2, Teorema 5.7]). Seja G uma rede bidirecional que possa ter vdrias arestas
e lacos. Uma funcdo h : P — R é uma funcdo hamiltoniana admissivel associada a G se, e
somente se, existem fungées suaves a : R*™ — R e B : R?™ x R>™ — R tais que

n

h(g.p)= > aijB(qi.q;.pi.p)+ > elgi. pi). (3.12)
i=1,i<j i=1
Se G é bipartida e além disso existem v; € Vy e vj € V, com a mesma valéncia, ou se G ndo é

bipartida, entdo B é invariante pela permutagdo o(qi,q;, pi, pj) = (q;.qi. Pj. Pi) -

Demonstracdo. E idéntica a prova do Teorema 3.6 e 3.12. Para ver isso, considere a semelhanca
entre as expressoes (3.5) e (3.12) para que os argumentos algébricos usados para provar o resul-
tado de uma funcdo gradiente admissivel no primeiro caso sejam mantidos para construir uma
fun¢do hamiltoniana admissivel para o segundo. Para o presente caso, é crucial notar que o

Lema 3.5 vale substituindo cada x; com £ =i, j,k, por q¢ e py. ]

Exemplo 3.13. Considere novamente a rede da Figura 3.1. Tomando R? como o espaco de fase

das células, a fungio 4 : R* — R definida por

h(q1.92. 1. P2) = 2p3q2 + 2341, (3.13)

€ uma funcdo hamiltoniana admissivel para essa rede.
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Assim como no caso gradiente, um campo vetorial admissivel de uma rede bidirecional pode
suportar uma restricdo a um subespaco invariante com dindmica hamiltoniana mesmo sem ser

de fato um campo hamiltoniana, como exibiremos no préximo exemplo.

Exemplo 3.14. Considere novamente a rede da Figura 3.2. Observe que o seguinte SCA

41 = p1(q2+qa)
92 = p2(q1 +q3)
43 = p3(q2+4qa)
da = pa(q1+43)

) (3.14)
P1=—P2D4
P2 =—p1D3
P3 = —P2pa
Pa=—p1p3

¢ admissivel para essa rede mas nao € hamiltoniano. Porém, sua restricdo para o subespaco

de sincronia A, = {(q, p) | (41, P1) = (q3, P3),(q2, p2) = (¢4, p4)}, induz a rede quociente da

Figura 3.1 com equagdes reduzidas

621 = 21714[2

42 = 2paq

o (3.15)
P1=—p;

pr=-pi .

Essas equagdes definem um SCA hamiltoniano admissivel para a rede quociente da Figura 3.1.
Observe que /1/2, para h em (3.13), é uma funcao hamiltoniana admissivel para essa rede quo-

ciente.

Similar ao caso gradiente, existem levantamentos de sistemas hamiltonianos que ainda sao

hamiltonianos.

Exemplo 3.15. O SCA hamiltoniano e admissivel 3.15 associado a rede da Figura 3.1 pode ser
levantado para um SCA que é admissivel e hamiltoniano para seu levantamento da Figura 3.2.

Note que / : (R*)? — R defina por

(g, p) = B(q2.q1, p2. P1) + B(q2,43, P2, 3) + B(Ga- 41, Pas P1) + B(qas 43, Pas P3),

para B(x,y,z,w) = 1/2(z” +2w?x), é uma fungio hamiltoniana admissivel para essa rede que

restringe-se a (3.13) no subespaco de sincronia Ay,.
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3.2.1 Relacao entre Sistemas Gradientes e Hamiltonianos

A forma geral das fungdes gradiente admissiveis e funcdes hamiltonianas admissiveis para

uma rede G e sua rede quociente Q estao relacionadas da seguinte maneira:

Teorema 3.16 ( [2, Teorema 5.11]). Seja G uma rede bidirecional e seja <\ uma colora¢do
balanceada de G que define uma rede quociente conexa bidirecional Q = G/ <. Seja {9 (h9)
uma fungdo gradiente (hamiltoniana) admissivel de um sistema de células acoplados gradiente
(hamiltoniano) de G. Entdo, existe uma funcdo gradiente (hamiltoniana) admissivel f9 (h9)

para o sistema de células acopladas de G restrito a Apg, de modo que
folam=kfC, h|a.=kh®,
onde k ¢ a cardinalidade das <-classes.

Demonstragdo. Segue do Teorema 2.9 que a cardinalidade k de cada p<i-classe deve ser a mesma.

O resultado segue entdo dos Teoremas 3.6 e 3.12 e a definicdo de rede quociente. [

Corolario 3.17 ( [2, Coroldrio 5.12]). Seja G uma rede bidirecional e <t uma coloragdo balan-

ceada de G que define uma rede quociente bidirecional Q = G/ <. Entdo:

(i) As fungoes gradientes (hamiltonianas) admissiveis para G restritas ao subespaco de sincro-
nia determinado por < sdo fungoes gradientes (hamiltonianas) admissiveis para Q.
(i) Uma fungdo gradiente (hamiltoniana) admissivel para Q é uma restri¢do de uma fungdo

gradiente (hamiltoniana) admissivel para G.

Para um SCA com estrutura gradiente ou hamiltoniana associado a uma rede G bidirecio-
nal, somos capazes de identificar os subespacos fluxo-invariantes em que a restricdo da dindmica
ainda € gradiente ou hamiltoniana. Esses sdao os subespacos definidos por cada relagao balance-

ada >< para a qual Q = G/ < também é bidirecional (ver o Teorema 2.9).

3.3 Autoespacos de Redes Hamiltonianas

Usando os resultados ja estabelecidos, podemos construir redes acoplando células Hamil-
tonianas a funcdes e topologia adequadas. Nesta secdo, vamos nos concentrar na parte linear
dos sistemas de células hamiltonianas. Comecamos com uma revisdao da estrutura linear de
rede regulares hamiltonianas partindo do contexto da Secdo 2.2.1. Em seguida, descrevemos as

bifurcagdes genéricas de codimensao um para sistemas hamiltonianos.
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Definicao 3.18. Dizemos que uma matriz M € hamiltoniana se, dada uma matriz J de estrutura

simplética na forma (3.11), esta satisfaz

M'J+JIM =0. (3.16)

Temos uma caracterizac@o para um sistema hamiltoniano linearizado na origem provida por
Chan et al. [22]:

Corolario 3.19 ( [22, Corolario 2.7]). Suponha que tenhamos uma rede regular cuja dindmica
interna de cada célula seja hamiltoniana. Entdo, o sistema linearizado na origem é hamiltoni-
ano se, e somente se, a matriz de acoplamento WV for hamiltoniana e a matriz de adjacéncia da

rede for simétrica.

Relembrando as relagoes (2.3) e (2.4), adaptamos o Lema 2.17 e o Lema 2.20 pelo Capitulo
2 ao nosso contexto, onde A é uma matriz simétrica do Coroldrio 3.19 e, portanto, seus auto-
valores e autovetores sdo reais. O primeiro afirma que os autovalores das matrizes M, sao os

autovalores da matriz jacobiana [/ de um sistema hamiltoniano.

Lema 3.20. Os 2mn autovalores da jacobiana [J sdo a unido dos autovalores das matrizes

M,,,. Especificamente, sejau € R" é um autovetor de A. Entdo

Ju@v)=u® (M,v).

Portanto, se v € C*™ é um autovetor de M > entdo u ® v é um autovetor de J .

Lema 3.21. Seja 1 € R um autovalor de A e denote por E,,(A) C R" o autoespago generalizado

associado. Entdo, E,,(A) ® C*™ ¢ invariante por J .

Exemplo 3.22. Considere a rede G; mostrada na Figura 3.3 com sua matriz de adjacéncia A;.

a

Figura 3.3: Rede rede regular ndo-direcionada de 6 células com simetria D, e sua matriz de adjacéncia.

SO~ —=—=O
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A rede G; possui grupo de simetria abeliano ID,. Os autovalores de A; sdo 3, %(1 +17),

—2,—-2,0. A simetria D, ndo é suficiente para garantir o duplo autovalor —2 pois representacoes
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irredutiveis de grupos abelianos sao unidimensionais. Assim, a multiplicidade 2 do autovalor
—2 é uma consequéncia da estrutura particular da rede. Por (2.4), os autovalores de J sdo
obtidos calculando os autovalores das matrizes M3 = ® +3¥, My =, M, = D+ u, W
onde puy = %(1 + /17),e M_, = ®—2, todas de ordem 2m. Apenas para fins de comparagio
com a perspectiva da dindmica equivariante, considere agora a decomposi¢ao [D,-isotipica de
R® dada por R® = T2 @ B{ & B3, onde T corresponde a representacdes triviais geradas pelos
vetores (1,0,0, 1,0,0)" e (0,1,1,0,1, l)T, B, corresponde a representacdes alternadas geradas
por (0,1,1,0, —1,—1)T e (1,0,0, —1,0,0)T enquanto B, corresponde também a representacoes
alternadas (n@o isomorfas a B;) geradas por (0,1,—1,0, 1,-1)T", (0,1,—1, 0,—1,1)". Nessa
base, temos J = diag(®, P,, & -2V, d —2W) onde

o+ v
2 P42V

O420 v
-y v

q>1: (I)ZZ

Deste modo, vemos a vantagem computacional de usar a matriz de adjacéncia para calcular
0 espectro jacobiano notando que a decomposicao por simetria requer o calculo dos autovalores

de matrizes de ordem 4m ao invés de ordem 2m.

3.3.1 Pares de Codimensao Um em Sistemas Hamiltonianos

Visto que estamos estudando sistemas de células acopladas reais, as matrizes linearizadas
® e W devem ser matrizes hamiltonianas reais. Consequentemente, M, também € uma matriz
hamiltoniana real. Para matrizes hamiltonianas reais, se n é um autovalor, entdo —n também
€ um autovalor [66, Proposicao 3.3.1]. Denotamos por ng o conjunto de autovalores reais de
uma matriz hamiltoniana que sao diferentes de zero, isto é, ng = {n | n € R;n # 0}. Da mesma
forma, deixe n;r denotar o conjunto de autovalores puramente imaginarios, isto é, ;g = {n | n €
C;Re(n) = 0}. Se n € ng ou n € n;g, entdo claramente n e —n formam um par de autovalores

no eixo real ou imagindrio, respectivamente.

Seja nc o conjunto de autovalores verdadeiramente complexos, ou seja, nc = {n | n € C,
Im(n) # 0}. Como o sistema € real e os autovalores complexos para matrizes reais devem vir em
pares conjugados, se n € ¢ € um autovalor de M, —n, n e —1n também sdo autovalores. Juntos,
esses quatro autovalores formam um quarteto de Krein [65, Capitulo 9]. Seja ny o conjunto de
autovalores nulos de M,,. Com base em nossa discussdo anterior, vemos que a multiplicidade

de autovalores nulos deve ser par.

Conforme descrito por Dellnitz et al. [27], em sistemas hamiltonianos genéricos de um

parametro, existem dois tipos de bifurcagdes de equilibrio:
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(a) uma bifurcacao em estado estacionario com um autovalor zero com multiplicidade dois, ou

(b) uma bifurcacao hamiltoniana Hopf com um par de autovalores puramente imagindrios tendo

multiplicidade dois.

Seja n € C um autovalor de uma matriz hamiltoniana 7. Denotamos por G 7(7) o autoespaco
generalizado associado a 1. Para bifurcacdes estaciondrias, o autovalor nulo de uma matriz
hamiltoniana tem multiplicidade dois e, portanto, dim(G7(0)) = 2. Para uma bifurcagdo de

Hopf hamiltoniana, a dimensao do autoespaco generalizado de +iw é dim(G 7 (iw)) = 4.

Para estudar as bifurcacoes da codimensao um em redes regulares, vimos o conceito de pa-
res de codimensdo um na Defini¢dao 2.18. Essa definicao se concentra em autovalores com partes
reais distintas e isso € suficiente para estudar bifurcacdes em sistemas dissipativos. A bifurcacao
nesses sistemas ocorre genericamente se o autovalor da bifurcacao for simples e cruzar o eixo
imagindrio transversalmente. Por outro lado, as bifurca¢cdes em sistemas hamiltonianos ocorrem
através de colisdes de autovalores na origem do plano complexo ou no eixo imagindrio. Essas
colisdes nem sempre resultam em perda de estabilidade e surgimento de novas solugdes. Pode-
mos usar a assinatura de Krein [65, Secdo 9.11] para prever o comportamento de colisdo dos

autovalores.

Definicao 3.23. Seja K uma matriz hamiltoniana e H(§) = —%STJ K¢ seja o hamiltoniano
quadréatico correspondente. Se K tiver um par de autovalores nao-nulos +iw com autoveto-
resu =vtiwesejal e Ei;, =span(v,w) qualquer vetor no subespaco invariante para +iw.

A assinatura de Krein de Ey;, € dada por

sgn(H (),

onde sgn € a assinatura da forma quadratica H.

Observe que a assinatura de Krein estd bem definida para autovalores simples. Para um
autovalor puramente imaginario com multiplicidade 2, se essa multiplicidade dupla surgir de um
par de autovalores puramente imagindrios simples, colidindo quando um parametro € variado,
duas situagdes podem surgir: os autovalores tém a mesma assinatura de Krein e isso € chamado
de ressonancia 1 : 1; ou eles tém assinatura de Krein diferente e isso € chamado de ressonancia

1: —1, veja [55]. O caso de ressonancia 1 : 1 ndo leva a bifurcacoes (ver [65, Teorema 9.18]).

Devido a diferengas no movimento de autovalores entre os casos dissipativo e hamiltoniano,
introduzimos uma defini¢ao alternativa de pares de codimensdao um para redes hamiltonianas.
Comecgamos definindo os seguintes conjuntos. Seja M (2m) o espago das matrizes hamiltonia-

nas reais de ordem 2m. Seja R o conjunto dos pares (®, ¥) € M(2m)? de modo que todos os
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autovaloresde M, , ..., M, sdo distintos. Definimos R, de forma semelhante a R, exceto que
uma das matrizes M, ..., M, possui um autovalor zero ndao semisimples de multiplicidade 2

ou um autovalor em 7;g em ressonancia 1 : —1.

Definicao 3.24. Suponha que &, ¥ € M((2m) e M,, como em (2.4). O par (®, V) é um par de
codimensdo um hamiltoniano se (®, V) € Ry ou (®, V) € R,. O conjunto de todos os pares de

codimensdo um hamiltonianos € denotado por L, 2m) =R, UR,.

Observacdo 3.25. O complemento de L, (2m) ndo é de codimensao dois no espago das matri-
zes hamiltonianas, pois também contém o caso dos autovalores reais ndo nulos de multiplicidade
dois e este € um fendmeno de codimensdo um. Mas isso nao é relevante para as bifurcacoes que
estamos interessados em estudar, pois queremos identificar a forma do jacobiano 7 correspon-

dente a bifurcacdes genéricas de codimensdao um em sistemas hamiltonianos.

Se L£,(2m) é denso em M (2m)?, entdo uma bifurcac¢do de codimensdo um genérica corres-
ponde a um par de autovalores ndo semisimples em um tnico bloco M. Agora, reestabelecemos

a Proposi¢ao 2.19 para o contexto hamiltoniano.

Proposicao 3.26 ( [22, Proposicao 3.8]). O conjunto de pares de codimensdo um hamiltonianos
L,(2m) é aberto e denso em M(2m)>.

Demonstragdo. Observe que, como mostrado na Proposicao 2.19, se restringimos ﬁ2(2m) a
R 1, temos um subconjunto denso de M (2m)2. Como R C L,(2m) C M(2m)?, R ser denso
em M (2m)? implica que é denso em L, (2m). O que resta para provar € que, se (P, V) € R,,

existe uma pequena bola aberta em torno deste ponto, inteiramente contida em /:‘2 (2m).

Seja € > 0. Suponha primeiro que M,, = ® + uW tenha um autovalor 0 ndo semisimples
de multiplicidade 2. Seja (T, ¥") a e-bola que contém (P, ¥). Entdo, ou M, ainda tem um
autovalor 0 ndo semisimples de multiplicidade 2 e daf (®T, W) € R,, ou o autovalor 0 se divide
em um par conjugado de autovalores puramente imagindrios, um par de autovalores reais ou um
quarteto de autovalores complexos. Como os outros autovalores do par (®, W) sao distintos, es-
colhendo um ¢ pequeno o suficiente, todos os autovalores diferentes de zero de M J sdo distintos
dos demais e (&, WT) € R;. Assim, (®,¥) € ﬁz(2m).

Suponha, em vez disso, que (P, ¥) detenha um autovalor puramente imaginario que nao
seja semisimples mas de multiplicidade 2 em ressonancia 1 : —1. Disso temos que, para um
¢ suficientemente pequeno, a ressonancia 1 : —1 persiste na e-bola (&, UT) e todos os outros
autovalores ainda sdo distintos, portanto (&', 1) € R,. Caso contrario, o autovalor puramente

imaginario de multiplicidade 2 se divide em um par de autovalores puramente imaginarios (com
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assinaturas diferentes) ou em um quarteto de autovalores complexos. Para ¢ suficientemente

pequeno, (®, UT) possui autovalores distintos e, portanto, pertence a R ;. [

Seja n um autovalor de M, e seja E 7(n) o autoespaco de J restrito ao subespago invariante
E () ® C*™. Se os autovalores forem simples e sob algumas suposi¢des modestas, temos uma

versao do Teorema 2.21. Comeg¢amos com uma versao no caso de autovalores simples.

Teorema 3.27 ( [22, Teorema 3.9]). Suponha que (O, V) € Ry. Seja 1 € R um autovalor de A

e 1 € C um autovalor simples de M,,. Entdo, existe um isomorfismo
¢ Ea(n) — Ez(n).

Demonstracdo. Se (O, V) € R4, os autovalores sdo simples. Como A é simétrica, para cada
autovalor p temos uma base de autovetores gerando E4 (). Assim, para cada autovetor V), €
E4(p), definimos ¢(V,,) =V, ® U onde U é um autovetor do autovalor simples  de M,,. Deste

modo, ¢(V,,) é automaticamente um elemento do ntcleo de 7 pelo Lema 3.20. 0

Se (P, ¥) € R,, existe um bloco M, que possui um autovalor com multiplicidade algébrica

dois. No proximo teorema, tratamos este caso separadamente para construir o isomorfismo.

Teorema 3.28 ( [22, Teorema 3.10]). Suponha que (P, V) € R,. Seja p € R um autovalor de

A e n € C um autovalor nao-simples de M,,. Temos dois casos.

(a) Sen =0, entdo G ~ Eq(1n) ® E4(n) e existe uma base de E 4(11) ® C*™ tal que

0 1

j|gj(0) = [ 0 0 ®IP

onde p =dim E4(w).

(b) Sen=iw, entdo Gy ~ E4(n) ® E4(1t) ® E4(n) ® E4(10) e existe uma base de E4(j1) ®
C?™ tal que

0 —w 1 0
o 0 0 1

Tosi = o o o0 —w |BW (3.17)
0 0 w 0

Demonstragdo. Suponhaque n = 0. Seja U; um elemento do nucleo de M, e U, € um autovetor
generalizado de modo que M, U, = U;. Sabemos do Lema 3.20 que para todos os autovetores

(linearmente independentes) V1,..., V), do autovalor u de A, entdo V; @ U; estd no nucleo de
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Jpara j =1,...,p. Assim, M(V; @ U,) =V; ® M, U, = V; ® U; implica que span{V; ®
Ui,V;®U,} C G 7(0) paracada j = 1,..., p. Suponha que W) ® W, € G 7(0) C E4() ® C*"
emque Wiy = Vi ®---Pa,V, € E4(1). Entdo, existe r € N tal que

p
T Wi@Ws) =) a;V; @ MW, =0
j=1
exige M, W> = 0 por independéncia linear de V1, ..., V. Mas isso significa r = 2 pois o auto-

valor 0 de M, tem multiplicidade algébrica 2 e dai, W, € span{U;,U,}. Assim,

p
G7(0) = Pspan{V; ® U1.V; ® Un}

j=1
0 que mostra o isomorfismo. A prova procede da mesma forma no caso n = iw. Seja U um au-

tovetor de i w e U, um autovetor generalizado. A matriz M, restrita a {Im(U;),Re(U;),Im(U,),

Re(U,)} tem a forma dada pela matriz de ordem 4 em (3.17). Mais uma vez, seja Vi,..., V, uma
base de E4(u) e considere os vetores {V; ® Im(Uy), V; ® Re(Uy), V; @ Im(U»), V; @ Re(U,)}
para j = 1,..., p. Entdo um célculo similar ao anterior garante que

P
G (iw) = @ span{V; @ Im(Uy).V; @ Re(Uh). V; @ Im(U,). V; @ Re(Us)} (3.18)

j=1

e por constru¢cdo chegamos em (3.17). [

Observacdo 3.29. A correspondéncia com o caso simétrico, conforme descrito em Golubitsky
e Stewart [50] e Dellnitz et al. [27], pode ser vista a seguir. No caso de um autovalor zero, a
decomposicao na soma de duas copias de E4(u) é andloga a decomposi¢ido do autoespago de
zero como duas representagdes absolutamente irredutiveis do grupo de simetria. Nao existe um
andlogo ao caso ndo absolutamente irredutivel. O caso de ressonancia 1 : —1 € andlogo ao caso
descrito no Teorema 4.4 (b) de [27], em que a soma dos autoespagos generalizados dos autova-

lores +iw € a soma direta de quatro representacdes isomorficas absolutamente irredutiveis.

Observacdo 3.30. Observe que nao hd restricoes na dimensao da célula para o caso de um au-
tovalor zero, uma vez que o autoespago generalizado obtido de M, € bidimensional e as células
devem ter pelo menos dimensao 2. No entanto, para autovalores puramente imagindrios, a di-

mensdo da c€lula deve ser pelo menos 4 para ter a ressonancia 1 : —1 em M,,.
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O movimento genérico de autovalores para os dois casos do Teorema 3.28 segue diretamente

dos desdobramentos versais existentes para as matrizes 2 x 2 e 4 x 4, veja, por exemplo [27].

1

I
Ao®”

O desdobramento do autovalor zero é [

o que significa que, genericamente, os autovalores se movem do eixo real para o eixo imagindrio.

Os autovalores se dividem conforme mostrado na Figura 3.4.

@l

il S
e

(a) 1<0 (b)y1=0 ) 1>0
Figura 3.4: Movimento dos autovalores no plano complexo com respeito a um autovalor zero. (a) - (¢)

mostram os autovalores partindo do eixo imaginario a medida que A < 0 transita para A > 0.

Para a ressonancia 1 : —1, o desdobramento versal segue (3.17) e, genericamente, 0s auto-

valores se separam do eixo imagindrio para formar um quarteto de Krein. Veja a Figura 3.5.
l ap
& @ il
D @ Q
T

(a) 1<0 (b) 1=0 ) 1>0

O Il O

Figura 3.5: Movimento dos autovalores no plano complexo com respeito a uma ressonancia 1 : —1.
(a) - (c) mostram os autovalores partindo do eixo imaginario a medida que A < 0 transita para A > 0.

3.4 Bifurcacoes de Equilibrio com Codimensao Um

Apresentamos conforme [22] alguns resultados de bifurcacdo para familias de 1-parametro
de redes regulares hamiltonianas. O segundo generaliza a versdo hamiltoniana do Lema de
Ramificacdo Equivariante para sistemas simétricos [50, 51] no caso de células acopladas, as-

sim como o Teorema 2.25 faz no caso nao hamiltoniano. O terceiro resultado € uma versao
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hamiltoniana do Teorema de Hopf Equivariante para redes. Recordamos que, para um sistema
hamiltoniano, o espago de fase total ¢ P = (R?*™)" e que, dada uma coloragio balanceada <,

entdo temos um subespaco de sincronia
Apy={x€P|x.=x4<=cr<d,Vc,d €C}.

Proposicao 3.31 ([22, Proposicao 4.1]). Suponha que h seja a fungcao hamiltoniana de uma rede
hamiltoniana acoplada com o espago de fase total P cuja matriz de adjacéncia é simétrica. Se
A é um subespaco de sincronia, entdo A é um subespago simplético. Em particular, h|p é uma

fungdo hamiltoniana para o campo vetorial Fy, restrito a A.

Demonstragdo. A estrutura hamiltoniana da rede implica a existéncia de uma forma simplética
Q:PxP — R. Ou seja, 2 € bilinear, anti-simétrica e ndo degenerada (para mais detalhes,
veja o Apéndice B). Considerando um mapa quociente ¢ : C — Cpq como na Proposicao 1.37,
podemos definir um mapa quociente 7 : P — P, de modo que Py e Ay sejam bijetivamente

relacionados.

Suponha que u,v,w,z € P sejam tais que 7 (1) = w(w) e w(v) = w(z). Afirmamos que
Q(u,v) = Q2(w,z), ou seja, 2 é constante nas classes de ><-equivaléncia. Portanto, podemos
definir Q : Poq X Poy — R como a restricdo de Q2 para as classes de equivaléncia e Q ainda é
bilinear, anti-simétrica e ndo-degenerada. Isso significa que Q estd bem definida e é uma forma

simplética em A,q. A forma simplética em P € definida como

Q(x,y) = ZXijJ’j

Jj=1
onde Jx = [_(;k I(’; } . Sejam Z,,...,Z, as parti¢oes de indices correspondendo a p<i. Escrevemos
m(x) = (Xy,...,X,) onde X; é umrepresentante da j -ésima classe de r<-equivaléncia. Considere

u,v,w,z como acima. E simples entdo verificar que

Qu,v) = ZniﬁiJkﬁi = Zniu_)iJkZi = Q(w,z)
i=1 i=1
onde n; = |Z;| é a cardinalidade de Z;. Definimos & = h|a a funcdo hamiltoniana de Fj, = Fj|a

usando a forma simplética (v, F(u)) = dh(u)-v paratodou € A e v € T, A. ]

Escrevemos o campo vetorial Fj como x = F(x,A) e assumimos que F(0,0) = 0 como
no Capitulo 2. Seja Agine = {x | x; = x;, Vi, j} o subespaco total de sincronia. Suponha que

d F(0,0) tenha um autovalor zero ndo-semisimples com multiplicidade 2.



3.4 Bifurcacées de Equilibrio com Codimensdo Um 81

Queremos considerar bifurcacdes que quebram a sincronia e, por isso, assumimos que K,
o autoespaco generalizado de 0 é tal que K N Ay, = {0}. Isso significa que podemos assumir

que (0,A) seja um equilibrio trivial para A préximo de 0.

Teorema 3.32 ([22, Teorema 4.2]). Seja A um subespaco de sincronia tal que dim(A N K) = 2.

Entdo, AN K é simplético e o campo vetorial Fy, restrito a A N K é hamiltoniano.

Demonstragdo. O autoespago generalizado do autovalor de uma matriz hamiltoniana é um es-
paco simplético e a interse¢ao de subespacos simpléticos também é um subespago simplético.
A afirmacgdo sobre Fj segue como descrito no pardgrafo anterior. Em particular, sendo um
hamiltoniano com um grau de liberdade, a bifurcagcao dos equilibrios pode ser obtida de maneira
direta, (veja [21]). L]

Exemplo 3.33. Considere a rede G, mostrada a seguir ao lado de sua matriz de adjacéncia A4,.

ove ()——(8) 000
1 1010000

=000 909978

‘ 00 O0O0OT1TO0OUO?Z2
G D)—) IEEER RS

Figura 3.6: Rede rede regular ndo-direcionada de 8 células com simetria Z, e sua matriz de adjacéncia.

Observe que essa rede possui apenas uma simetria de reflexdo Z, gerada pela permutacao
(1 3)(2 4)(5 7)(6 8). Os autovalores de A sdo 3,—1 £ +/3,—1,—1 e mais trés autovalores sim-
ples um tanto longos para serem expressos aqui que chamaremos p;, [, € (3. Novamente,
vemos aqui um autovalor de multiplicidade 2 decorrente da arquitetura da rede. Em particu-
lar,seja V; = (1,—1,—1,1,—=1,—1,1,)Te V, = (1,1,—1,—1,1,1,—1,—1)T, entdo 4, V; = -V,
para i = 1,2. Seguindo as duas coloragdes para G, como ilustrado na Figura 3.7, temos dois
subespacos de sincronia A; e A,. Em coordenadas, temos Ay = {(a,b,b,a,b,b,a,a) | a,b €
Rk} e A, ={(a,a,b,b,a,a,b,b)|a,be Rk}.

Suponha que M_; tenha um autovalor zero de multiplicidade 2 com autoespago generali-
zado gerado por U, e U,. Entdo, K = span{U; ® V;,U, ® V1,U; ® V,,U, ® V,}. Mudando
de base, pode-se ver que V; ® U; = Ui, —U;,—U; Ui, =U;,—U;, U;, U e Ay e Vo, @ U; =
U, Ui, =U;,=U; Ui, U;,—U; , —U)T € A, parai = 1,2. Assim, em ambos os casos, dim(K N
Aj) =2para j = 1,2 e o Teorema 3.32 se aplica, de modo que temos uma bifurca¢do em cada

subespaco. Observe que a simetria Z, da rede preserva Ag; .
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DX ] O]

Figura 3.7: Coloracdes balanceadas ndo-triviais da rede de 8 células G, correspondentes aos subespacos
de sincronia A (esquerda) e A, (direita).

Podemos obter um resultado andlogo ao Teorema 3.32 no caso de autovalores puramente
imagindrios e, assim, obter uma versao do Teorema de Hopf Hamiltoniano para redes de células
acopladas hamiltonianas. O Teorema de Hopf Hamiltoniano foi estabelecido em completa ge-
neralidade por van der Meer [89, Teorema 4.11] e pode ser visto em [65, Teorema 8.8] ou [66,
Teorema 11.5.1]. Para um sistema hamiltoniano em R* com ressonincia 1 : —1, as solucdes

periddicas podem ser obtidas estudando o sistema hamiltoniano dado por
h(x,y)=S+ N +AP +aP?,

1 1
S =Xx1y2—x2)1, N = E(xf+x§)» P = 5()’%"’)’%)-

Em particular, o sinal do coeficiente a determina o cendrio de bifurcacdo: se a > 0, as solugdes
periddicas entram em colapso na origem quando o parimetro A — 0~ ¢ para a < 0, ha duas
familias de solucdes periddicas distintas que se cruzam na origem e se afastam da origem quando
A torna-se negativo. Suponha que d F(0,0) tem autovalores i@ em ressonancia 1 : —1e E é

o respectivo autoespaco generalizado.

Teorema 3.34 ( [22, Teorema 4.4]). Considere uma familia de 1-parametro numa rede hamil-
toniana de células acopladas com um equilibrio na origem. Suponha que a linearizacio na
origem tenha uma ressondncia 1 : —1 com autoespaco E. Seja A um subespaco de sincronia tal
que dim(A N E) = 4. Seja ap o coeficiente da forma normal de hy em AN E. Entdo, desde que
ap # 0, os mesmos dois cendarios ocorrem como no Teorema de Hopf Hamiltoniano tradicional

para a <0 e a > 0 acima descritos.

Demonstragcdo. O subespaco AN E é um subespago simplético fluxo-invariante e o campo veto-
rial F|ang € 4-dimensional enquanto a linearizacao na origem tem ressonancia de 1 : —1. Por-
tanto, a fungdo hamiltoniana /|aong € uma funcdo de S, N e P conforme descrito no paragrafo

acima e assim, o sistema sofre uma bifurcacdo de Hopf Hamiltoniana em A. 0



3.4 Bifurcacées de Equilibrio com Codimensdo Um 83

Exemplo 3.35. Voltando ao Exemplo 3.33, seja £ = G 7(iw) seja dado por 3.18 com V; e V,
como acima. Suponha que U;, U, sejam respectivamente o autovetor e o autovetor generalizado

de i w. Novamente mudando de base, pode-se verificar que

span{V; ® Im(U,), V1 @ Re(Uy), V1 @ Im(U2), V1 @ Re(U)} C A,
span{Vz ® Im(Ul), Vs ®RG(U1), Vs ®Im(U2), Vo ® Re(Uz)} C As,.

Portanto, o Teorema 3.34 nos diz que em cada subespaco da sincronia, existem familias de
solugdes periddicas, dependendo do sinal do coeficiente a, conforme descrito no paragrafo an-

terior ao Teorema 3.34.

Exemplo 3.36. Considere a rede G3 de valéncia 4 mostrada na Figura 3.8.

70101002007
101110000
0100071002
1100107100

A3={0 10101010
001010011
200100010
000011101
(002001010,

Figura 3.8: Rede regular nao-direcionada de 9 células com simetria D, e sua matriz de adjacéncia.

Note que G3 tem grupo de simetria abeliano D, gerado pelas reflexdes (2 6)(1 9)(4 8) e (24)
(3 7)(6 8). A matriz de adjacéncia A3 possui autovalores simples 4, +2.4/2 e autovalores 1, —2
com multiplicidade 2. Novamente, como o grupo € abeliano, notamos que os autovalores de
multiplicidade 2 ndo sdao consequéncia da simetria mas da arquitetura da rede. Designadamente,

os autovetores de —2 sdo V; = (1,0,—1,0,0,0,—1,0,1)T e V5 = (0,1,—1,1,-2,1,—1,1,0)".

Os subespagos de sincronia A; = {(a,b,c,b,d,b,c,b,a) | a,b,c,d € Rk} e Ay, =

{(a,b,a,c,d,c,a,b,a)|a,b,c,d € Rk} sdo ilustrados na Figura 3.9.

Como descrito, se iw ocorre a partir da matriz M,, onde p € um dos autovalores de mul-
tiplicidade 2 de A3, digamos, i = —2 entdo tomando U; e U, como autovetor e autovetor ge-
neralizado de o, respectivamente, por 3.18 vemos que £ = G7(iw) C Ay pois Vi, V, € Ay
como pode ser verificado. Portanto, o Teorema 3.34 nos diz que existem familias de solucdes
periddicas, conforme descrito no pardgrafo anterior ao Teorema 3.34 que exibem o padrao de

sincronizagdo de A;.
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Figura 3.9: Coloracdes balanceadas ndo-triviais da rede de 9 células G3 correspondentes aos subespacos
de sincronia Ay (esquerda) e A, (direita).

3.4.1 Teorema do Centro de Lyapunov para Redes Hamiltonianas

Finalizamos este capitulo considerando uma extensao do Teorema do Centro de Lyapunov
para o caso de redes hamiltonianas. Esse resultado descreve a existéncia de uma familia de
Orbitas periddicas na vizinhanca de uma solucao de equilibrio com um par de autovalores pura-
mente imaginarios ndo-ressonantes tais que a frequéncia da familia de 6rbitas converge para a

frequéncia dada pelo autovalor puramente imaginario (veja Meyer et al. [66, Secao 9.2]).

Seja x = F(x) e, assim como na Sec¢do 2.2.1, assuma F(0) = 0. Relembrando [66, Proposi-
¢ao 3.3.1] onde autovalores de matrizes hamiltonianas reais se apresentam em quartetos, temos

o seguinte resultado.

Teorema 3.37. Suponha que d F(0) tem um par de autovalores puramente imagindrios Ay = i ®
em M, de modo que todos os demais autovalores A (exceto por A1) sdo ndo-ressonantes; ou seja,
A # kAy para qualquer k € Z.. Seja E o autoespaco de A1, A1 e A um subespaco de sincronia
tal que dim(A N E) = 2. Entdo, existe uma familia de orbitas periodicas de 1-pardametro y,
para € € [0,&9] em AN E formando uma variedade suave 2-dimensional de orbitas periodicas

contendo o equilibrio x = 0 e tais que o periodo de y, converge para 27 /w quando & — 0.

Demonstracdo. As hipéteses do enunciado garantem que o subsistema hamiltoniano restrito ao
subespaco de sincronia A satisfazem as hipoteses do Teorema do Centro de Lyapunov conven-

cional [66, Teorema 9.2.1]. Assim, a conclusdo segue imediatamente. OJ

Exemplo 3.38. De volta ao Exemplo 3.36, suponha que A; =iw € M_; com autovetor complexo

U,. O autovalor —1 de A5 tem autovetor W; = (0,1,0,—1,0,—1,0,1,0) € A,. Entdo
span{W; ® Im(U;), W; @ Re(U1)} C A,

e assim, as Orbitas periddicas seguem o padrado de sincronizagdo ilustrado na Figura 3.9 (direita).



Capitulo 4

PERSPECTIVAS DE APLICACOES

Sistemas de células acopladas podem ser estudados sob vérios aspectos importantes de ma-

neira sistemadtica através de técnicas tedricas de rede. Em particular, ha técnicas desenvolvidas

e usadas para redes com estruturas gradiente e hamiltoniana. Veja, por exemplo, [16, 64,71]

para redes gradientes e [19,22, 88] para redes hamiltonianas, bem como suas referéncias. Esses

dois tipos de estruturas atraem atencao em muitas dire¢des diferentes. Enumeramos abaixo al-

guns contextos em que uma dessas estruturas se encaixa. No entanto, existem alguns sistemas

bioldgicos modelados por redes que apresentam as duas estruturas, ou seja, redes neurais dadas

por duas sub-redes de neurdnios excitatorios e inibitorios (Sec¢ao 4.1).

@

(i)

Alguns outros contextos de possiveis aplicagdes de nossos resultados sdo os seguintes:

Muitas propriedades de um sistema do tipo Lotka-Volterra podem ser expressas geome-
tricamente em termos de sua rede associada. Volterra introduziu o sistema de equagdes
diferenciais ;
Xj =€jXj +Zajkxjxk, j=1,...,n,
k=1

como modelo para a competi¢do de n espécies biologicas. Neste modelo, x; representa o
numero de individuos da espécie j, os termos ax sao os coeficientes de interacao (entradas
da matriz de adjacéncia) e os j sdo parametros que dependem do ambiente. Os autores
em [33] provam que em um conjunto fluxo-invariante existe um atrator global e a dindmica

do atrator € hamiltoniana.

A dinamica das equacdes de Lotka-Volterra com um hiperplano invariante € investigada
em [71]. E mostrado que a dindmica depende se a dimensdo do espaco de fase é par ou
impar. Enquanto no caso da dimensao par a dinamica é hamiltoniana (no que diz respeito a
uma estrutura de Poisson escolhida adequadamente), para dimensdes impares a dindmica é

semelhante ao gradiente, devido a existéncia de uma fungdo potencial global.
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(iii) Asredes tratadas em [69] estdo na mesma classe que consideramos aqui, ou seja, associadas
a uma rede com apenas um tipo de célula e um tipo de acoplamento bidirecional entre as
células. O campo vetorial € do tipo acoplado a diferencas onde sincronia e anti-sincronia
sao estudadas. Para esse tipo de sistema, as células ttm a mesma dinamica interna e o
acoplamento entre as células € idéntico, simétrico e depende apenas da diferenca de estados
das células que interagem entre si. Se V' denota o espaco de configuracdo de cada célula,
estes sao dados por um campo vetorial f : V" — V" de modo que as fun¢cdes componentes

fi: V"= V,i=1,...,n,sdo da forma

fi) =a()+ D 80 —x),

(,ne€
para algum «,5 : V' — V onde £ € o conjunto de arestas da rede.

(iv) Relacionado as redes descritas no item anterior, existem campos vetoriais para os quais o
interesse também reside no comportamento das diferencas de fase entre os estados vetoriais
unitarios planares das células acopladas. Isso leva a uma simetria S; extra, implicando que
as auto-conexoes neste caso sao triviais. Fungdes deste tipo aparecem em muitas aplicacoes,
incluindo o modelo de Kuramoto (consulte [16,67] e o modelo XY antiferromagnético [60,

62,91]. Existéncia e estabilidade dos equilibrios nesses sistemas sio investigadas em [64].

4.1 Redes Neurais com Acoplamento Sinaptico Excitatorio e
Inibitorio

Em termos simples, existem dois tipos de neurdnios no cérebro, ou seja, aqueles que aumen-
tam a atividade em outras células (neurdnios excitatorios) e aqueles que diminuem a atividade
(neurdnios inibitorios); veja [28]. Além disso, essa interagdo e o comportamento dindmico de
um campo vetorial gradiente estio relacionados a mecanismos de aprendizagem artificial e pro-
cessos de aprendizagem em redes neurais biologicas. Gafiychuk e Prykarpatsky [39] propdem
um sistema de equagdes diferenciais polinomiais para modelar uma interagdo de excitacao-
inibicao entre dois grupos de neurdnios. Aqui seguimos a mesma ideia de decompor o campo
vetorial governante em uma parte gradiente e uma hamiltoniana. Utilizamos nossos resultados
para apresentar a forma geral do campo vetorial. Como veremos, isso depende das condicoes

das funcdes de geracdo potencial e hamiltoniana combinadas a arquitetura da rede neural.

Assumimos que os neur6nios dentro de cada grupo sejam idénticos com sinapses idénticas
do tipo gradiente, e as sinapses entre neurdonios de grupos distintos sdo hamiltonianas e todas

idénticas. Uma rede neural esquemadtica desse tipo é dada por um grafo G = (V, £), em que cada
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vértice representa um neurdnio e cada aresta representa uma sinapse. Seja Vy, V, os conjuntos
de vértices representando n neurdnios excitatorios e m inibidores, respectivamente, n,m > 1.
Seja E; o conjunto de arestas que representam as sinapses dentro de V; e E, dentro de V,. A

matriz de adjacéncia deste grafo € uma matriz de ordem n + m da forma

AG] AH

A=
AT Ag

2
onde Ag, = (af;‘) e Ag, = (agz) s@o as matrizes de adjacéncia dos subgrafos G; = (V1, Eq) e
G, = (V3, E,), respectivamente , ¢ Ay € a matriz de adjacéncias entre os vértices de V; e V5.

A Figura 4.1 representa esquematicamente os dois grupos em duas camadas.

Figura 4.1: Uma rede esquematica de duas camadas de neurdnios de tipos gradientes (linhas continuas)
com acoplamento hamiltoniano entre grupos (linhas tracejadas). Reproduzido de [2].

O sistema geral de equacdes diferenciais ordinarias definidas em R” x R™ € dado por
(&) ==V f(x.y) +IVh(x.). 4.1

onde J € a transformacao anti-simétrica com forma matricial

0 Apg

=\ _ar o

Se ag # 0, o par (x;,y;) é uma sinapse hamiltoniana, que € (g, px), para algum k. Deste

modo, a soma dos acoplamentos na expressao (3.12) é escrita aqui como
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> > allBulxiy),

i=1j=1
sem restri¢coes na funcdo de acoplamento Bg. Segue dos Teoremas 3.6 e 3.12 que a funcdo

geradora para essarede é g = f + h, onde

FEy) = ai B, (xix) + Y ajiBe, (v y) + > aa(x)+ Y vi(y))

i<k j<l i=1 j=1

h(x,y) =YY all Bu(xi,y)+ ) oalxi)+ Y ra(y)),

i=1j=1 i=1 ji=1
com as condi¢des de invariancia sob permutagdo de varidveis nas duas funcdes de acoplamento

Ba, e Bg,, conforme indicado nos dois teoremas.

Segue que a configuracao de excita¢ao-inibi¢ao ocorre nesse modelo se as sinapses entre 0s
grupos forem suficientemente mais fortes que as sinapses interiores. Por exemplo, considere a
rede dada na Figura 4.1. A estrutura do grafo dessa rede implica que B¢, € B¢, sdo invariantes

sob permutagdo de varidveis, portanto a funcio geradora é da forma

g(x,y) = a(x1x2 + X1X6 + X2X3 + X2X4 + X2X5 + X2 X6 + X3X4 + X4X5 + X5X6)+

6 4
+b(1y2+ y1vat yays+yava) + Y ax] + > By} +c(Xa,y2 + X6ya) +07(x. ),
i=1 j=1
paraa,b,c,o, B constantes. A configuracio de excitagdo-inibicao aparece nesse modelo se, por
exemplo,

a=pf=1,a,b,c L1.

Como apontado em [5], as atividades sincronas dos neurdnios sdo conduzidas através da
conectividade sindptica dos neurdnios excitatdrios e inibitdrios, e para entender como as redes
neurais geram esses ou mais padroes complexos de atividade subjacentes a comportamentos, é
necessdario entender tanto os padrdes especificos de conectividade entre os neurdnios € como
os neurdnios individuais respondem as entradas que recebem. No modelo tedrico descrito, a
sincronizagdo € realizada a partir de sua estrutura grafica. Os padrdes de sincronia nas redes
excitadoras-inibidoras sdo derivados de quocientes de grafos que suportam estruturas gradiente
e hamiltoniana, e sdo precisamente aqueles definidos a partir de relacdes de equivaléncia ba-
lanceada nos conjuntos de vértices cujas classes de equivaléncia t€m a mesma cardinalidade
pelo Teorema 2.9. Como consequéncia direta, na rede apresentada na Figura 4.1, os neurdnios

excitatorios e inibitdrios sincronizam-se em pares, X; = X3, X4 = Xg € Y1 = V3, V2 = V4.
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4.2 O Problema Restrito dos Trés Corpos

O problema dos 3 corpos € relativamente simples de estabelecer: 3 particulas movem-se no
espaco sobre a influéncia de sua atracdo gravitacional mutua; dadas as condicdes iniciais, de-
termine seus movimentos subsequentes. Esse ¢ um exemplo de problema matemético simples
de propor e dificil de resolver. Assim sua forma simplificada, chamada problema restrito dos 3
corpos (PR3C), é considerada em mecanica celeste. Nessa formulacao, 2 dos corpos (chamados
de primadrias) giram em torno de seus centros de massa em Orbitas circulares sobre a influéncia
de sua atragdo gravitacional mutua formando um sistema de 2 corpos cujo movimento é co-
nhecido. Um terceiro corpo (geralmente um asteréide, uma espaco ou um satélite) tem massa
desconsiderada. Isso significa que este ndo perturba o movimento das primérias enquato € gravi-
tacionalmente influenciado por elas, providenciando uma boa aproximacao para situagdes fisicas

reais e foi usado como modelo em varios estudos.

Com sua formulagdo das leis de movimento, a lei da gravitacdo universal e sua solu¢@o do
problema de 2 corpos, Newton pdde explicar as trés leis de Kepler no movimento de Marte e
outros planetas. Quando ele passou a dar aten¢do ao sistema Sol-Terra-Lua, sua incapacidade de
resolver esse problema de 3 corpos o fez comentar ao astronomo John Machin que “sua cabega
nunca havia doido como em seus estudos sobre a lua”!. Em 1890, Poincaré mostrou que o
problema de 3 corpos completo € um exemplo de dindmica cadtica que nao pode ser resolvido

por expressoes algébricas e integrais.

Para o PR3C de acordo com [66, Secao 4.1], sejam p > 0 e 1 —pu > 0 as massas das
primérias. Sejam (¢1,¢>) € R? as coordenadas da particula infinitesimal num sistema de co-
ordenadas circulares e (p;, p») € R? o momento conjugado a (¢g;,g2). O sistema de coorde-
nadas circulares é escolhido de modo que o corpo de massa p estd sempre em (1 —u,0) e o
corpo de massa 1 — p estd em (—u,0). O hamiltoniano que governa o movimento da particula

infinitesimal nessas coordenadas € dado por

1 7 1—n
H(q.p) =5 (pi+ p3) +a201—q1p2— - . (42
2 Vg =1+ +a; V(@1 +1)>+43
Considerando a expressao do auto-potencial dada por
po o 1-p
U=" , 4.3
4o *3)

onde d; é adistancia da particula para a i -ésima primaria, podemos escrever (4.2) como o sistema

! Manuscrito de Newton na cole¢io de Keynes, King’s College, Cambridge, UK. MSS 130.6, Livro 3; 130.5
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de equacgdes

g1 =p1+4q>
42 = p2—q1
) U 4.4
P1=p2+— “@4)
dq,
) U
P2=—DP1+ .
g2

Observe que este € um SCA compativel com a rede da Figura 3.1.

Outra expressao importante € a do potencial generalizado do PR3C dada por

1
V'=3i+4)+U@1q2). (4.5)

Se assumirmos &; e & como pontos criticos de (4.5), podemos estudar um possivel equilibrio

introduzindo novas coordenadas com

U1=Q1—§1, U1=P1—§2,

Uy = g — &, vy = pr—§.

Essa mudanca de coordenadas € claramente simplética, de modo que podemos aplicé-la ao ha-
miltoniano (4.2) e preservar sua estrutura. Expandindo em termos de segunda ordem nas novas

variaveis, obtemos
1, 2 1 2 2
H(u,v) = E(Ul +v3) +usvy —ugvy — E(UQIQlul +2Ug g1tz + Ugygou3) + -

Nao hé termos lineares pois a expansao ¢ realizada num equilibrio e o termo constante foi omi-
tido por ndo contriuir para o sistema de equagdes. Lembrando que o sistema original ndo é
completamente conservativo pois possui uma for¢a que depende da velocidade da particula, a
chamada forca de Coriolis. Contudo, no potencial generalizado em questdao, podemos assumir
a velocidade nula por se tratar de um equilibrio e o sistema serd conservativo. O hamiltoniano

quadratico acima fornece a matriz hamiltoniana

0 1 1
—1 0 0
U‘Il‘]l Uf]1612 0
Uqu]z quqz —1

(4.6)

S O = O

Os autovalores dessa matriz determinam o comportamento do sistema linearizado. O polindmio
caracteristico é
4 2 2
A+ =Vaa = Vara) A + Va0 Vara =V, =0

41492
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onde as derivadas parcias sao

3(qr+u)?—di | 3 +pu—1)>—d;

V, =1+(1—-p) +u
q141 dIS d25
l—p
Varg, = 39192 <—d15 + d_25> ,
3q2_d2 3q2_d2
Virg =1+ (1= ) 2d5 : TH 2ds 2
1 2

e precisam ser calculadas a partir de pontos criticos.

Um resultado conhecido é que existem cinco pontos de equilibrio, conhecidos por pontos
de Lagrange: as trés solucdes de Euler que sdo colineares em relacdo as primdrias (L, L,
e L3) e as duas solucoes de Lagrange que formam um tridngulo equildtero com as primadrias
(L4 e Ls). Enquanto as solucdes de Euler sdo sabidamente instaveis, as solu¢cdes de Lagrange
sdo estaveis. Lagrange pensou que essas solugdes nao tinham significancia astrondmica mas no
Século XX centenas de asterdides, os Troianos, foram encontrados oscilando ao redor de L4 no
sistema Sol-Jupiter, assim como outro conjunto, os Gregos, foi encontrado oscilando ao redor
de Ls. Ou seja, um grupo de asteroides, o sol e Jupiter formam aproximadamente um tridngulo

equilétero (veja a Firgura 4.2).

Ls J L\ L,
——————————————————— -0 0 -o-
Q/ 6O°H60°¥/

\\600//

1
1
1
1
1
1
1 Y
1
1
1
T
1
1

Figura 4.2: Ilustracdo dos cinco pontos de Lagrange com relac¢do ao sistema Sol-Jupiter.

Como as coordenadas de L4 foram estabelecidas para ser & = % —peé = % 3, as deri-

vadas parciais de V' podem ser explicitamente calculadas. Elas sao

3 33 9
7 Vargs = (1-2p), Varar = —- 4.7)

Varar = i 1
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O polindmio caracteristico de (4.6) assim torna-se
27
A4+A2+Zu(1—u) =0 (4.8)

cujas raizes sao

A2 = % (—1 +./1-27u(1 —u)) . (4.9)

Quando a raiz quadrada acima é zero, obtemos o autovalor £i +/2/2 com multiplicidade 2.
Isso ocorre para u = pu; = (1—+/69/9)/2 ~ 0.0385, conhecida como proporgdo de Routh. Por

simetria, o mesmo vale para 1 — ;. Também vemos que a matriz (4.6) ndo é diagonalizdvel.

O autovalor =i +/2/2, por ser imaginério puro, produz uma bifurcagio de Hopf hamiltoniana
em L,4. Além disso, para parametros tais que 0 < y < 1, os autovalores sao distintos ndmeros
imagindrios puros +iw;, Fiw,, com 0 < w; < w;. Como +iw,/ £iw; € menor que 1 em
modulo, o Teorema do Centro de Lyapunov, assim como seu anédlogo para redes (Teorema 3.37),
implica que existem familias de Orbitas periddicas surgindo de L4 com periodo préximo de

27 /w para todo u tal que 0 < o < ;. Essa é a chamada familia de curto periodo.

Defina agora j, como o valor de i para o qual w;/w, =r. Se 0 < u < (1 e L # W, para
r=1,2,..., entdo o Teorema do Centro de Lyapunov implica na existéncia de uma familia de
Orbitas periddicas surgindo de L4 com periodo proximo de 27 /w,, a chamada familia de longo

periodo (veja a Figura 4.3).

Figura 4.3: Ilustra¢do da familia de longo periodo em L4 no sistema Terra-Lua gerada pelo software
AUTO.

Vemos o quanto estudos de solucgdes periddicas do PR3C tem papel relevante em mecanica
celeste. Esperamos que, com mais avancos nos estudos e novos resultados, a discussao sobre
linearizagdes e bifurcagdes de equilibrio feita nos Capitulos 2 e 3 possa auxiliar em modelos e

problemas sofisticados como o PR3C e outros sistemas complexos.
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Apendice A

COMPLEMENTOS DE ALGEBRA LINEAR

Recapitulamos aqui alguns conceitos e propriedades empregadas no Capitulo 2.

A.1 Autoespacos generalizados

Da Algebra Linear [10], relembramos que, dada uma matriz 4 € K**” (K = R ou C), um

autovalor A e o seu autovetor generalizado associado v sdo um par obedecendo a relacdo
(A=AD"v =0, (A.1)

onde v € um vetor coluna n x 1 ndo nulo, I € a matriz identidade n x n, m é um inteiro positivo, e
ambos A e v podem ser complexos mesmo quando A4 é real. Quando m = 1, o vetor é chamado
simplesmente de autovetor, e o par € chamado de autopar. Nesse caso, Av = Av. Qualquer
autovalor A de A tem autovetores comuns associados a ele, pois se m é o menor inteiro tal que
(A—AI)™v = 0 para um autovetor generalizado v, entdo (4 — AI)” v é um autovetor comum.
O valor m sempre pode ser tomado como menor ou igual a n. Em particular, (4 —AI)"v =0

para todo autovetor v associado com A.
Definicao A.1. O autoespago generalizado real de A correnspondendo a A é dado por

{x eR" | (A—AD"x =0} sel eR
(XxeR"|[(A=AD(A—AD]"x =0} sed¢R

Deste modo, o espago R” pode ser escrito como soma direta de todos os autoespacos gene-

ralizados de A. Para cada autovalor A de A, o niicleo ker(A — AI) consiste de todos os autove-
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tores associados com A (junto com 0), chamado de autoespago de A, enquanto o espago vetorial
ker((A—AI)") consiste de todos os autovetores generalizados, e € chamado de autoespago ge-
neralizado. A multiplicidade geométrica de A é a dimensdo do autoespaco. A multiplicidade
algébrica de A é a dimensao do autoespaco generalizado. Esta ultima terminologia é justificada
pela equacao
m
pa(z) =det (21— A) = [ [z —21)™. (A.2)
i=1
onde det € a fungdo determinante, A; sdo todos os autovalores distintos de A e «; sdo as cor-
respondentes multiplicidades algébricas. A funcido p4(z) é o polinémio caracteristico de A.
Entao a multiplicidade algébrica € a multiplicidade do autovalor como um zero do polindmio
caracteristico. Como qualquer autovetor é também um autovetor generalizado, a multiplici-
dade geométrica € menor ou igual a multiplicidade algébrica. As multiplicidades algébricas
somam até n, o grau do polindmio caracteristico. A equacio p4 (z) = 0 é chamada de equagao
caracteristica, pois suas raizes sdo exatamente os autovalores de A. Pelo teorema de Cayley-
Hamilton, A obedece a mesma equagdo: p4 (A) = 0. Como consequéncia, as colunas da matriz
Hi7é ;(A—=24;D)% devem ser ou 0 ou autovetores generalizados para o autovalor 1;, ja que sdo

aniquiladas por (4 —A;1)%.

Qualquer cole¢ao de autovetores generalizados de distintos autovalores € linearmente inde-
pendente, entdo uma base para todo C" pode ser escolhida consistindo de autovetores generali-

zados. Mais precisamente, essa base {v; }7_, pode ser escolhida e organizada de modo que

e se v; € v; tem 0 mesmo autovalor, entdo v; também tem, para cada k entre i e j, e

e se v; nao é um autovetor ordinario, e se A; € o seu autovalor, entdo (4 —A;)v; = v;—; (em

particular, v; deve ser um autovetor ordindrio).

Se os vetores dessa base sdo postos como colunas de uma matriz V = [v; v, ... v,], entdo V'

pode ser usado para converter A para sua forma normal ou forma canénica de Jordan:

A B O ... O
0 Ay B2 ... O

VAV =10 0 A3 ... 0], (A.3)
_0 0o 0 ... )t,,_

onde A; sdo os autovalores, B; =1 se (A—A;+1)vi+1 = v; e B; = 0 do contrario.

Mais genericamente, se W € qualquer matriz invertivel, e A € um autovalor de A com autove-
tores generalizados v, entdo (W ' AW — AD)* W %y = 0. Assim, A é um autovalor de W 1AW
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com autovetor generalizado W% v. Isto é, matrizes similares possuem os mesmos autovalores.

A.2 Propriedades do Produto Tensorial

Sejam A, B, C, D matrizes reais de dimensoes (m xn), (p xq), (n xu), (g X v), respec-
tivamente, a, b e d vetores de dimensodes (m x 1), (n xn) e (p x 1), respectivamente, € x € y

nimeros reais. Pode-se mostrar que valem as seguintes propriedades:

() xRA=AR®x =XxA;
(i) a@b’ =b'®@a=ab";
(iii) Opxg @A =A® 0,5y = Oppxng:
(iv) L, ®I, = Lyp;
(v) Se F =diag(fi1,..., frxx), entio F® A = @le fiiA;
(vi) L ® A =D, A;
(vii) xAx yB =xy(A®B);
(viii) (A®B)®C=A® (B®C);
(ix) (A®B)®(C®D) = (AC)® (BD);
x) A B=(ARL,)I1,®B)=1,®B)(A®I,);
(xi) (A®d")(b®B)=(d"®A)(B®b) = Abd"B;
(xii) D®(A+B)=(D®A)+ (DRB);
(xiii) (A®B)" = (AT®B");
(xiv) rank(A ® B) = rank(A)rank(B);
(xv) tr(A®B) = tr(A)tr(B);
Além disso,
(xvi) Se A e B sdo matrizes simétricas, entdo (A ® B)T =AR®B;

(xvii) Se A é uma matriz quadrada de ordem 7 e a é um vetor (m x 1), entio (I, ® a)A(I, ®a’) =
A®aa';

(xviii) Se A e B sdo matrizes invertiveis, temos (AQB)™! = A"' @B 1;
(xix) Se A e B sdo matrizes quadradas de ordem m e n, respectivamente, entdo det(A @ B) =
[det(A)]" [det(B)]™;
(xx) Seja A =[A] Ay];entdo [A; A,]®B=[A;®B A; ®B],
mas WQ® [B; B,] #[W®B; W®B,]|.



Apendice B

FOorRMAS SIMPLETICAS E EQUACOES DE HAMILTON

Por uma forma simplética em R?" queremos nos referir a uma forma bilinear anti-simétrica
e nao-degenerada. Por ndo-degenerada, queremos dizer que a representacdo matricial da forma
bilinear é ndo-singular. Um espago vetorial equipado com uma forma simplética é chamado
de espago vetorial simplético [94, Capitulo 14]. Para o nosso espaco de fase R?”, uma forma
simplética € dada por
Qu,v) = (u,Jv), u,v € R?",

onde (-,-) denota o produto interno euclidiano padrdo em R?”. Essa forma simplética especifica
€ chamada de forma simplética canénica (consulte por exemplo Abraham e Marsden [1] para

uma teoria mais geral sobre formas simpléticas em espagos vetoriais de dimensao finita).

Dizemos que a forma simplética 2(-,-) define uma estrutura simplética no espago de fase
R2". Para uma determinada fun¢iio hamiltoniana H , as equac¢des de Hamilton correspondentes

sao entdo derivadas da estrutura simplética através da férmula
Q(Fg(x),v) =(dH(x),v), x,v e R, (B.1)

Pode-se pensar em (B.1) como uma equagao para Fg (x), para um dado H(x).

Voltamos a questdao de derivar as equacdes de Hamilton a partir desta férmula. Seja F =

(¢, p) um campo vetorial arbitrario em R?” com dH = <%—Zl, %—g). Entdo (B.1) torna-se

(B.2)

0 0
9<(q',p),v>=<<q,p>,Jv>=<( d H),v.

3 0p

Como J é anti-simétrica (3.11), temos JT = —J e dai,

((q.p).Jv) = (=J(g.p).v) = ((=p.9).v). (B.3)
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Substituindo (B.3) em (B.2) nos da

(B.4)

(=p.d).v) = <(3H BH) ).

dq ~ dp
Para finalizar, precisamos apenas usar a nao-degeneracdo da forma simplética. Para v fixo,

usando a linearidade da estrutura podemos reescrever (B.4) como

oH oH
—p ) 7)— a0 a_ | = O,
(o= (G )0
0 que vale para todo v € R?". Assim, pela ndo-degeneragio da forma simplética devemos ter
(=) OH 0H\ 0
p’q aq ’ ap - Y

ou equivalentemente,

. oH
q_ap’
. oH
p_ aq’

que sao as equacOes de Hamilton candnicas. Portanto, toda estrutura hamiltoniana tem uma

forma simplética associada.
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