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RESUMO

Neste trabalho trazemos como tema “A interdisciplinaridade no ensino da Matematica:
problemas matematicos oriundos do estudo do Sistema Solar”, onde propomos o estudo
de como temas interdisciplinares podem enriquecer uma aula de matematica, levantando
questoes como “contextualizacdo do ensino” e “desenvolvimento histérico”, fazendo uso
de tecnologias atuais e criando modelos dindmicos para aulas dentro da perspectiva de
Seymour Papert. Serd feito um estudo de caso de como ¢é possivel desenvolver a Mate-
matica através da Astronomia, recriando problemas historicos que alavancaram ambas as
ciéncias.

Palavras-chave: 1. Interdisciplinaridade. 2. Contextualizacdo. 3. Astronomia. 4.

Matematica. 5. Ensino.

ABSTRACT

In this work we bring as a theme “The interdisciplinarity in mathematics teaching:
mathematical problems arising from the study of the Solar system”, where we propose
the study of how interdisciplinary themes can enrich a class of Mathematics, raising
issues such as “contextualization of teaching” and “historical development 7, making use
of current technologies and creating dynamic models for lessons from the perspective of
Seymour Papert. It will be done a case study of how it is possible to develop mathematics
through astronomy, recreating historical problems that have leveraged both sciences.

Keywords: 1. Interdisciplinarity. 2. Contextualization. 3. Astronomy. 4. Math. 5.
Teaching.
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INTRODUCAO

A Matematica quando tratada no d&mbito educacional tem sido historicamente mal
vista na sociedade, chegando a ser taxada de dificil e inttil para a vida, essa pelo menos
é a sensacao que tive tanto da minha experiéncia como aluno, como professor. Talvez
esse problema com a Matematica seja causado por um preconceito que ja trazemos de
casa, uma vez que a educagao matematica ainda estd engatinhando no Brasil e que o
ensino ainda carregue consigo uma bagagem de tradicionalismo e formalismo, os quais
“traumatizaram” as geracoes passadas. Ou talvez os cursos de licenciaturas no pais ainda
nao tenham conseguido formar uma identidade correspondente, nao preparando os futuros
professores para a realidade do ambiente escolar. Eu poderia continuar especulando quais
sao os diversos fatores causadores do péssimo desempenho dos alunos nesta disciplina,
mas o fato é que é preciso repensar o ensino da matematica como um todo, desde o
basico ao avancado, do ensino infantil ao ensino superior, dar infraestrutura adequada
aos professores e alunos, atrelar o ensino a um significado e transformar a escola em um
centro educacional de fato, acolhedor e inspirador, que valorize a imaginagao.

A maioria desses fatores nao sao de responsabilidade docente, ao menos nao direta-
mente. Esse trabalho ird focar no ensino da matematica, onde temos professor e aluno
como protagonistas, trazendo discussoes de “como?” e o “por que?” fazendo uso da inter-
disciplinaridade, trazendo novas possibilidades e metodologias que podem ser utilizadas
a fim de inovar ou agregar as metodologias ja existentes.

Como professor, ao longo dos anos venho adquirindo conhecimento sobre tecnologias
em prol do ensino e procuro sempre estar utilizando softwares matematicos durante ativi-
dades docentes, na tentativa de melhorar o desenvolvimento da capacidade de abstracao
dos alunos, intimamente ligada ao desempenho.

Desenvolver tal habilidade nos alunos ja poderia ser considerada uma grande proeza,
mas nesse trabalho decidimos ir além, nao ha aprendizado se nao hé interesse de ambas
as partes, a do professor de ensinar e a do aluno em aprender, o qual os pensadores
pedagdgicos chamam de contrato didatico. Mas, como lidar com a imaturidade e com a
falta de conhecimento do mundo? Confesso que nao tenho respostas para estas perguntas,
somente mais perguntas como: Por que me interesso por matemdtica?, O que me fascina a
ponto de acreditar que todos deveriam estudar matemdtica?, estas perguntas entre outras,
levaram-me a perceber que a Matematica estd impregnada em tudo, em cada pensamento
e a cada decisao de sua vida. Todavia, tal pensamento nao era compartilhado pelos meus
alunos e acredito que por grande parte da sociedade.

Por tal motivo, decidimos trabalhar com a contextualizacdo da matematica através

de temas interdisciplinares, e o que seria mais belo e inspirador que o proprio Universo?.
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Tal tema proporciona a possibilidade de brincar com o inimaginavel, explorar ideias, fatos
e mitos, além de dar a possibilidade de contextualizar diversos conteidos mais abstratos

e nao presentes nas atividades habituais contemporaneas.



PRELIMINARES

2.1 DEFINIGAO DO PROBLEMA

O desempenho dos alunos na disciplina de Matemaética estd muito abaixo do que pode
ser considerado adequado, os resultados demonstrados nas provas externas que o Brasil
realiza ou que faz parte corroboram esta afirmacao. Resultados que sdo catastréficos, para
nao dizer vergonhosos. Como exemplo podemos citar o resultado do pais na prova do PISA
2015, organizada pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas (INEP) e pela Diretoria
de Avaliacao da Educagao Bésica (DAEB), onde o pais atingiu uma média de 377 pontos
em matematica, enquanto que a média dos paises participantes ¢ de 490. Basicamente,
esse resultado mostra que o pais estd muito abaixo da média.

Para entendermos melhor o problema, o PISA é uma prova internacional que consiste
em avaliar o dominio de leitura, e os conhecimentos de ciéncia e de matematica dos alunos
na faixa dos quinze anos. Ao todo, sdo 72 paises participantes, e do ultimo ranking de
desempenho levantado em 2015, o Brasil encontrava-se na sexagésima quinta posicao
(65%), ficando a frete somente do Peru, do Libano, da Tunisia, da Ex-Republica Iugoslava
da Macedonia, de Kosovo, da Argélia e da Republica Dominicana, o que é um resultado
extremamente preocupante, mas também muito intrigante, pois de longe o Brasil é o
pais que tem o menor PIB (produto interno bruto) ou o que faz menor investimento em
educacao e no desenvolvimento de tecnologias, ainda sim continua a apresentar o mesmo

resultado insatisfatério ano apds ano.

2.2 PREMISSAS E HIPOTESES

Seria entao possivel reverter essa situagdo no Brasil? A resposta é nao, ao menos, nao
a curto prazo. O Brasil tem diversos programas e diretrizes de Ensino em que, em sua
esséncia, sao bem planejados, mas geralmente mal executados, tomemos os Parametros
Curriculares Nacionais (PCN) como exemplo, de acordo com o PCN o ensino da matema-
tica deve ser contextualizado de modo que o estudante possa resolver problemas do seu
cotidiano e possa ter uma bagagem cultural para um melhor entendimento do meio onde

vive.
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Os objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento devem envolver,
de forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos praticos, contextu-
alizados, que respondam as necessidades da vida contemporéanea, e o desenvol-
vimento de conhecimentos mais amplos e abstratos, que correspondam a uma
cultura geral e a uma visao de mundo. Para a area das Ciéncias da Natureza,
Matematica e Tecnologias, isto é particularmente verdadeiro, pois a crescente
valorizacao do conhecimento e da capacidade de inovar demanda cidadaos ca-
pazes de aprender continuamente, para o que € essencial uma formacao geral e
nao apenas um treinamento especifico. (PCN - Ensino Médio - Parte III, 2000,

p. 6)

Essa linha de pensamento de um ensino contextualizado, vai ao encontro das ideias de
Paulo Freire e demais pedagogos construtivistas, contudo, embora tenhamos parametros
a serem seguidos, a infraestrutura das escolas, os livros didaticos e a prépria formacao
dos professores nao correspondem a essas ideias.

O professor de Matemaética acaba encontrando uma barreira ao tentar passar determi-
nados conteidos de forma contextualizada, pois a Matematica ndo se resume a ser uma
ferramenta utilitaria para a vida, e sim uma ciéncia, e como tal, existem certos contetdos
que sao abstratos e que nem sempre serao tratados de forma contextualizada, nao ao
menos como o PCN descreve.

Todavia, abordar determinados contetidos através de um contexto histérico, explicando
assim o surgimento e simultaneamente sua importancia, poderia talvez proporcionar um
maior significado para o estudante e chegando préximo a intencao inicial descrita no PCN.

Tendo como ponto de partida a utilizacado de contextos histéricos para o desenvolvi-
mento da Matematica, escolhemos a Astronomia para trabalhar determinados contetidos
da Matematica pertencentes ao ensino de acordo com o curriculo basico nacional.

A escolha da Astronomia como tema interdisciplinar, se da ao fato de que varios
contetdos da matematica que sao ensinados nas escolas, muitos deles, sao oriundos dos
estudos dos Astros, das observagoes dos padroes formados e das indagagoes feitas no
passado. Sendo a matematica uma importante ferramenta para se entender o meio em que
se vivia, nesse caso formando uma simbiose entre as duas ciéncias, onde o desenvolvimento
de uma acarretava no desenvolvimento da outra.

Ao olharmos os grandes matematicos da antiguidade classica, nos deparamos com
Ptolomeu, Arquimedes, Eratéstenes, Tales de Mileto, entre outros, onde todos eles eram,
além de matematicos, também eram filésofos e astronomos.

Mas, uma vez que a matematica foi se desenvolvendo, e as ciéncias foram se segregando,
o ensino da Matematica ao longo dos tempos, perdeu em sua esséncia parte fundamental
dessa ciéncia, que era o questionamento, o porqué por de tras de um fato, e passou a ser
uma mera ferramenta para se resolver exercicios.

Logo, é ao menos plausivel de se esperar que a Matematica quando trabalhada de forma
que inclua seu contexto histérico de desenvolvimento, possa trazer beneficios para o ensino,
pois trara consigo informacgoes de outras ciéncias, enriquecendo a aula, desmistificando a

disciplina e possivelmente acarretar uma melhora no ensino da matematica.
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2.3 OBJETIVO GERAL

Esse trabalhado tem como objetivo mostrar novas possibilidades para o Ensino da
Matematica no nivel basico de ensino, explorando metodologias atuais, juntamente com
a utilizacao de ferramentas computacionais e utilizando temas interdisciplinares a fim
de se poder abordar de forma mais contextualizada alguns contetidos considerados mais

abstratos, possibilitando uma possivel melhora no Ensino da Matematica no pais.

2.4 OBJETIVOS ESPECIFICOS

O objetivo especifico é criar algumas sequéncias didaticas que abrangem a Astronomia
como tema interdisciplinar, trazendo consigo um carater histéricos do desenvolvimento da
matematica, que poderao servir como inspira¢ao para que os professores de matematica

possam criar suas proprias sequéncias didaticas.

2.5 ESTRUTURA DA MONOGRAFIA

Esta monografia é constituida pelas seguintes sessoes:

Introducao: A qual ja fora apresentada, introduz o tema e as discussoes que serao
levantadas nesta monografia ao leitor.

Preliminares: Apresenta as hipdteses formuladas assim como os objetivos a serem
atingidos.

Desenvolvimento: Contém um breve relato histérico de alguns problemas da astrono-
mia intimamente ligados a matematica que podem ser inseridos nas aulas de matematica
no ensino basico, além de apresentar um breve panorama das escolas piblicas do Brasil.

Proposta didatica: Nessa etapa sao propostas duas sequéncias didaticas as quais procu-
ram abordar conteidos da matematica através de uma nova perspectiva, utilizando-se de
um tema interdisciplinar para o desenvolvimento do contetido tendo como base o principio
do construcionismo.

Conclusoes: Serao colocadas as consideracoes finais acerca da construcao de todo o
trabalho.

Apéndice: Sao dispostos os planos de aulas e um tutorial de como criar os modelos do
sistema solar que serao apresentados no trabalho.

Anexos: Sao dispostos alguns dados relevantes ao trabalho retirado da anélise técnica

realiza pelo INEP referente a participacao do Brasil no PISA 2015.



DESENVOLVIMENTO

3.1 A MATEMATICA, A ASTRONOMIA E A SALA DE AULA

Imaginemos estando em um tempo sem prédios, edificios ou arranha-céus, sem polui-
¢ado, muito antes da grandes civilizagoes antigas, onde é possivel olhar o céu noturno e as
estrelas em toda a sua magnitude, sem distragoes e interferéncias, sem o conhecimento
que possuimos hoje, nao seria estranho de se chegar a conclusao que somos o centro do
universo e que o céu seria uma espécie de domo que abrigava todos os pontos brilhantes
no céu, é simplesmente uma questao de pura perspectiva, um conceito muito usado pelos
artistas a partir do século XIV.

Essa curiosidade natural do ser humano que s6 aumentava conforme mais se obser-
vava 0 céu, consequentemente levando a uma observacao sistematica das estrelas, a qual
inicialmente levara a conclusao que as estrelas aparentemente estavam fixas em um domo,
enquanto este girava em torno da Terra. Para se catalogar as estrelas os astronomos da
época criativamente visualizavam determinados padroes que lhes lembravam certas figuras
(geralmente ligadas as suas crengas, objetos ou animais conhecidos), esses padrdes foram

chamados de constelagoes.

Figura 1: Algumas Constela(;oes como Caprlcormo Libra, Sagitario, entre outras

//\
AQUILA & OPHIUCHUS

\/ scuTUM\ \/

o SCORPIU/
/ SAGITTARIUS { /

Fonte: Pagina da NASAE.
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Ainda assim, havia algumas estrelas que pareciam movimenta-se entre as demais es-
trelas, a estas estrelas errantes fora dado o nome de planetasﬂ

Nao ¢é dificil para nés analisarmos a situacao e entendermos o porqué do movimento
estranho dos planetas. Consideremos circunferéncias coplanares e concéntricas quaisquer
como Orbitas dos planetas e os pontos pertencentes as circunferéncias, as possiveis posi-
¢oes de cada planeta, coloquemos a Terra sobre uma circunferéncia e Marte sobre uma
outra circunferéncia de raio maior, e todas as estrelas sobre uma circunferéncia de raio
superior as das outras duas circunferéncias, tracemos uma reta que passe pela Terra e
por Marte prolongando-a até que intercepte a circunferéncia que contém as estrelas, esse
ponto de encontro denotado Marte’ é a projecao de Marte sobre a circunferéncia das es-
trelas (correspondente ao domo do universo), como estamos falando de distancias muito
grandes, a percepcao que temos ¢ que tudo jaz sobre a mesma circunferéncia, ou seja

enxergamos Marte’, conforme figura [2]

Figura 2: Percepcao da movimentagao de Marte - sentido horario

Estrelas
BPTTEL L Marte'

"QTEE

Contudo, dependendo da posicao da Terra e de Marte e da diferenca da velocidade
de translagao entre ambas, a projecao de Marte, ou seja Marte’, pode movimenta-se em
sentido hordrio ou anti-horério, conforme pode ser notado na figura [3| dando a impressao

que estd movimentando-se entre as estrelas, ou poeticamente dancando entre as estrelas.

I Disponivel em https://www.nasa.gov/audience/forstudents,/k-4/dictionary/Constellation.html, visuali-

zado em 03/04/2018.
2 Planeta é uma palavra derivada da palavra grega planetes, que significa aquele que vagueia ou viaja, e
fora usada como adjetivo na expressao aster planetes (Astros errantes)
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Figura 3: Percep¢ao da movimentacao de Marte - sentido anti-horério

Estrelas Marte',

\ Marte'

Marte,,

Note que para nossa analise nao foram necessarios muitos elementos e ferramentas
matematicas, sendo totalmente plausivel uma discussao desses fatos ao se trabalhar nogoes
de geometria plana em sala de aula.

A Lua passou a ser outro objeto de muito interesse dos astronomos, mas por que nao
seria, emanava luz, mas nao ofuscante como o Sol, mudava de formato a cada noite, sem
contar os eclipses, ela por si s6 é um objeto que por muitos séculos fascinou e continua a
fascinar a humanidade, nao é a toa que existam muitos mitos que envolvam este objeto.

Nao seria diferente ao aborda-la como objeto de estudos nas aulas de matemaética,
uma vez que boa parte das respostas foram obtidas através de contetidos como geometria
plana, trigonometria, razao e proporcao, entre outros assuntos tipicamente abordados no
Ensino Fundamental.

A determinacdo do periodo orbital da Lua é um bom exemplo para citarmos, o
qual para obtermos seu periodo orbital (que denotaremos por 7T'), precisamos de algumas
poucas informagoes, como por exemplo quanto tempo leva para Lua sair da Lua cheia e
novamente voltar para Lua cheia.

Contudo, desde tempos remotos, a observacao continuada da variacdo do formato
da Lua fez com que fosse muito bem conhecido pelos astronomos ha séculos antes de
Cristo, o periodo entre duas lunagéeﬂ, isto é, ja sabiam que o periodo sinédico da Lua
(denotaremos por S) é de 29,530589 dias conforme figura 4]

3 Perfodo de lunacéo ou perfodo sinédico lunar: é o intervalo de tempo decorrido entre duas configuracoes
iguais consecutivos.
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Figura 4: As fase da Lua

, G - | Cheia |

Crescente Minguante

Lunacao

29,530589dias ~ 29d12h44 m03s

Més Lunar : 29 ou 30 dias

Fonte: Professor Dr. Roberto Boczko - IAG/USP

E importante que seja a Lua cheia, para simplificar o problema, uma vez que dessa

forma a Lua fica sobre a reta que passa pelo Sol e pela Terra conforme pode ser visto na
figura

Figura 5: Esquema geométrico

Fonte: Professor Dr. Roberto Boczko - IAG/USP

Ao observar o esquema geométrico disposto na Figura [5| podemos notar que depois

que a Lua completou o seu ciclo retornando a configuracao original de partida, a Terra
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deslocou-se a graus da sua posicdo original, o qual pode ser determinado da seguinte

maneira:

365 dias — 360°
29,530589 dias — a

ou seja:

o 29, 530589 x 360

= 29, 126060383°
365 ’

o que nos leva a concluir que:

29,530589 dias — 360° 4 29, 126060383°
T — 360°

obtendo assim o periodo orbital da Lua:

29, 530589 x 360

- — 97,321660 di
360 + 29, 126060383 vas

Outro exemplo classico da Astronomia que poderia facilmente ser discutido durante as
aulas de matematica, é a determinacao da distancia da Terra a Lua (denotaremos por
D), onde a construcao geométrica para resolver essa questao por si s6 ja renderia alguns

tépicos de desenho geométrico como pode ser visto na Figura [6]

Figura 6: Esquema geométrico para o calculo da distancia entre a Terra e a Lua

Tal problema fora resolvido pelo astrénomo grego Hiparco durante o século II a.C.,
praticamente com geometria plana e trigonometria. Problema que necessitava somente
de alguns dados os quais ja eram conhecidos através de medi¢oes da época, mas que serd
trabalhado por nés de forma literal.

Sao eles:
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- O raio da Terra denotado por R (Obtido através da experiéncia de Eratostenes, a
qual sera discutida posteriormente dentro da segao: proposta didatica);

- O semi-diametro angularﬂ da Lua ~ 16’ denotado por L (medido);

- O semi-didmetro angular do Sol ~ 16’ denotado por s (medido);

- O semi-didametro angular da Terra vista do Sol ~ §8,794” denotado por a;

- O periodo orbital da Lua ~ 27,3 dias denotado por T’

Uma curiosidade sobre os dados é que o fato do didmetro angular da Lua e do

Sol serem iguais possibilita a ocorréncia do eclipse solar total sem deformagoes.

Hiparco observou que primeiramente ele precisaria do intervalo de tempo necessario
para que a Lua entre e saia do cone de sombra projetado pela Terra (denotaremos por t),
o qual obteve através de observacao.

Assim como do angulo do trajeto percorrido pela Lua o qual denotaremos de 2c.

Figura 7: Esquema geométrico para o calculo da distancia entre a Terra e a Lua

A
| \Lz

Fonte: Professor Dr. Roberto Boczko - IAG/USP

O qual pode ser determinado através do seguinte raciocinio:
Se a Lua leva T dias para dar uma volta completa ao redor da Terra, e leva t dias
para entrar e sair por completo do cone de sombra projetado pela Terra, temos:
T — 360°
t —2(L+c)

o que nos leva a:

_ X360

©T Tor

40 semi-didmetro angular de um objeto é a metade do didmetro aparente quando observado a partir da
Terra, utilizando medidas em graus, minutos e segundos de arco.
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Do triangulo ABC temos que a + x + b = 180° e do angulo raso em C temos S + = +

¢ = 1807, desse modo se igualarmos ambos os dngulos de 180° temos:
atzxz+b=S+z+cat+b=5+c
Contudo, como a distancia entre o Sol e a Terra é um valor muito grande, o valor de
a passa a ser extremamente pequeno, quase nulo, dessa forma podemos dizer:

a+b=b

O que nos leva a concluir que b = S + c.
Dessa forma reduzimos o problema a uma simples questao de trigonometria ja que o
tridngulo QBC' é retangulo em @, e conhecemos o valor de um dos catetos (raio da Terra)

e temos o valor de b temos:

sin(b) =

Ol =

ou seja

_
~ sin(b)

determinando assim a distancia média entre a Terra e a Lua.

Com a observagao da Lua e dos demais astros, ndao demorou muito para os astrono-
mos comegarem a relacionar seus movimentos com os fenémenos naturais onde viviam,
dando inicio a um uso pratico do conhecimento da movimentacao dos astros adquirido
até entao. Um exemplo claro era na agronomia, para civilizacoes antigas como os egip-
cios e os babilonicos que se estabeleceram as margens de rios, o entendimento das marés
por exemplo, era fundamental para suas plantacoes, vemos nessa época o surgimento dos
calendarios lunares que os auxiliariam na otimizacao de seus recursos. Contudo, a cada
novo conhecimento surgem novos questionamentos, esses questionamentos impulsionaram
os matematicos e astronomos da época a criarem modelos que tentassem responder e
explicar esse universo observavel e desconhecido até entao.

E interessante notar que antes de se conseguir uma explicacio légica, as civilizacoes
antigas obtinham muitas de suas respostas através da religido ou tentavam agregar a
ciéncia suas crengas, por exemplo na mitologia grega, o Sol era levado pelo deus Apolo, o
qual o carregava em sua carruagem pelos céus, dessa forma explicavam o movimento do
Sol durante o dia, enquanto que a tarefa de carregar a Lua fora incumbida a deusa Selene

que a carregava em sua carruagem durante a noite.
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Figura 8: Helio (Apolo) na carruagem do Sol acompanhado por Phosphorus, Hermes e
outros

i ! kY = Tt e
Fonte: Pintura de Johann Baptist Zimmermann (1680-1758).
Curiosamente a Lua sempre fora alvo de mitos nas diferentes crencas das diferentes
civilizagoes, alguns desses mitos tentavam explicar as mudancas no seu formato, alguns
envolviam feras misticas que gladiavam em seu solo (explicando as crateras que a Lua
possui), outros atribuiam poderes a Lua, chegando a considera-la inclusive como um fator
que auxiliava na fertilidade da mulher.
Isso mostra o quao necessario é fazer questionamentos, levantar novas hipéteses, fazer
verificagOes e se necessario refazer todo o processo quantas vezes for necessario. Dessas in-
quietacoes e das lacunas que as religioes nao conseguiam explicar que surgem os primeiros

modelos matematicos que tentaram explicar o até entao inexplicavel.

J& sem mitos e lendas, as mudancas de fase da Lua podem ser facilmente enten-
didas ao analisarmos a Figura [J]onde podemos notar que trata-se apenas de uma

questao de posicionamento da Lua em relagao a Terra e o Sol.

Um dos mais antigos modelos do sistema solar conhecido é o modelo geocéntrico, o qual
coloca a Terra no centro do universo, o qual sabemos hoje que esta totalmente equivocado,
mas ao se colocar na mesma época em que esse modelo foi criado, € um modelo muito
plausivel uma vez que olhando-se da Terra, a primeira impressao que se tem é que ela
esta fixa no lugar e que todo o resto se movendo em torno dela, é uma simples questao de
referéncia e ponto de vista. Esse modelo coloca os demais corpos celestes numa trajetéria
circular, cujo o centro das circunferéncias que descrevem a trajetéria de cada corpo esta

sobre o eixo de rotacao da Terra.
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Figura 9: Posi¢oes da Lua e suas fases

Motivo das fases da Lua

( Aristarco, séc.lll a.C.)

Fonte: Professor Dr. Roberto Boczko - IAG/USP

Figura 10: Modelo geocéntrico

Fonte: Pagina da UFRGY

Esse é um modelo simples que pode ser construido em sala de aula pelos alunos
e pode ser usado para discussoes referentes ao conteudo da disciplina de matematica.
Essa construgao pode ser realizada de maneiras diferentes, como por exemplo, através
de trabalhos manuais onde os alunos iriam construir utilizando materiais como papelao,

isopor, TNT, PVC, entre outros materiais, ou através de ambientes virtuais, softwares,

jogos, entre outros.

% Disponivel em: http://astro.if.ufrgs.br/pl/pl.htm, acesso em abril 2018.
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Para exemplificar essa tltima opcao, construimos um modelo geocéntricdﬂ no software

Geogebra que pode ser visualizado na Figura |11}

Figura 11: Modelo geocéntrico construido no Geogebra

€ Modelo geocentrico.ggb - m] X

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Ol /./ L\’: O] @ .é‘ X RN

» Janela de Visualizagéo

X | » Janela de Visualizagio 23D X

Entrada:

Fonte: Elaborado pelo autor

Esse modelo construido de acordo com as observacoes da época era bastante plausi-
vel, ja nao considerava todos os astros sobre um mesmo domo, contudo divergia de alguns
fatos observaveis, como por exemplo a impressao de que em determinadas épocas certos as-
tros aparentariam realizando um movimento retrogrado, e os astronomos nao conseguiam
explicar tal movimento através desse modelo.

Somente durante o século II d.C. surge um novo modelo que explicaria de forma
muito mais precisa esses movimentos. Esse modelo aparece numa obra do matemaéatico
e astronomo alexandrino, Claudio Ptolomeu, denominada de Almagesto. Tal tratado foi
um dos textos cientificos que mais influentes de todos os tempos.

Ambos os modelos, com o auxilio do professor, podem gerar durante uma aula debates
interessantes, tais debates poderiam envolver topicos de Histéria, Geografia, Matematica
e Fisica, além ¢ claro da prépria Astronomia.

Assim como o modelo anterior, o modelo geocéntrico ptolomaich] pode facilmente ser
construido no Geogebra.

E importante notar, que nio existe uma necessidade de se criar modelos reais, e
sim, criar modelos que auxiliem a aproximagdo da temética escolhida para a aula de

Matematica, abordando assim determinados contetiddos de modo nao convencionais.

60 modelo encontra-se disponivel no seguinte link: https://gghm.at/nC9gqWrJ
70 modelo encontra-se disponivel no seguinte link: https: //ggbm.at/j7TAEpyg3
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Figura 12: Modelo geocéntrico ptolomaico construido no Geogebra
£ Modelo geocentrico 2.qgb - ®
Arquivo Editar Exibir Opghes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Al P OO A =]

» Janela de Visualizagio

Entrada

Fonte: Elaborado pelo autor

Através de ambos os modelos é possivel trabalhar contetidos da matematica como
trigonometria, topicos da geometria analitica como a circunferéncia e seus elementos,
topicos da geometria plana e da geometria espacial, entre outros contetidos, mas o mais
importante, é que alguns desses contetidos matematicos surgiram justamente através da
Astronomia como é o caso da trigonometria.

Dependendo da estrutura da escola e em que nivel essa discussao sera apresentada,
o professor pode ensinar os passos basicos no Geogebra para que seus alunos possam
construir seus préprios modelos, essa seria uma forma divertida de aprender e entender
matematica, uma vez que as ferramentas do Geogebra na verdade nao passam de ferra-
mentas matematicas.

Contudo, para explicar a movimentacao dos planetas e relacionar com o que era pos-
sivel de se observar através do sistema geocéntrico ptolomaico, utilizavam-se sistemas
de epiciclos complexos, alguns deles chegando a usar de doze a quatorze epiciclos para
cada planeta, o que tornou o modelo extremamente complexo embora aproximasse das
observagoes. Fora somente durante o século XIV, quando surge Nicolau Copérnico, um
matematico e astronomo polonés, que desenvolveu a Teoria do Heliocentrismo do Sistema
Solar trazendo um novo ponto de partida para a Astronomia.

Essa nova teoria considerava a Terra girando em torno do Sol, e logicamente fora
rejeitada pelos astronomos seguidores dos ensinamentos de Aristételes e de Ptolomeu,
assim como pela propria igreja, mas houve aqueles que a defenderam como o préprio
Galileu Galilei que fora perseguido pela igreja e forcado a rejeitar suas obras.

O modelo mais realista e que utilizamos até os dias de hoje fora baseado na Teoria
Heliocentrista de Copérnico, mas fora Johannes Kepler que reformulou drasticamente o

modelo copérnico baseando-se nos seus proprios calculos.
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Johannes Kepler, um matematico e astronomo alemao, fez diversas contribuigdes em
diferentes areas, mas sua grande contribuicdo para com a Astronomia ficara conhecida
com as As trés leis de Kepler, as quais as duas primeiras foram apresentadas na obra “De
motibus stellae Martis” em 1609 e a terceira no trabalho “Harmonices Mundi” dez anos
depois.

Primeira lei de Kepler: lei das 6rbitas elipticas

“O planeta em o6rbita em torno do Sol descreve uma elipse em que o Sol ocupa um dos
focos”.

Esta lei definiu que as érbitas nao eram circunferéncias, como se supunha até entao,

mas sim elipses.

Segunda lei de Kepler: lei das areas
“O segmento que liga o planeta ao Sol varre areas iguais em tempos iguais.”.

Figura 13: 2% Lei de Kepler

Plansta

Fonte: Pagina da Fisica em Construgéoﬂ

Esta lei determina que os planetas se movem com velocidades diferentes, dependendo
da distancia a que estao do Sol, estabelecendo-se dois pontos sobre a Ecliptica, o Periélio
(o ponto mais préximo do Sol, onde o planeta move-se mais rapidamente) e o Afélio (o

ponto mais afastado do Sol, onde o planeta move-se mais lentamente).

Terceira lei de Kepler: lei dos periodos
“Os quadrados dos periodos de translacao dos planetas sdo proporcionais aos cubos dos
semi-eixos maiores de suas orbitas.”.

Ou seja, sendo T). o periodo de revolugao (ano do planeta) e D, o semi-eixo maior da

orbita de um planeta, tem-se:

= k (Sendo k£ uma constante)

Esta lei indica que existe uma relagao entre a distancia do planeta e o periodo de trans-
lagao (tempo que ele demora para completar uma revolugao em torno do Sol). Portanto,
quanto mais distante estiver do Sol mais tempo levara para completar sua volta em torno

desta estrela.

8 Disponivel em: http://fisicaemconstrucaomeublog.blogspot.com.br/p/3-galileu-e-kepler.html, acesso em
abril de 2018.
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Figura 14: Modelo Heliocéntrico
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Fonte: Pigina do Educastur]

Esse modelo heliocéntrico exibido na figura [14] além de naturalmente fascinante, pos-
sibilita, quando inserido nas aulas de Matemadtica, explorar os mesmos contetdos da
matematica, mas com uma perspectiva diferente, indo muito além de uma aula de Ma-
tematica comum. Para exemplificar a questao, dentro das propostas didaticas que serao
apresentadas mais adiante, iremos propor o estudo das coOnicas através dos modelos do
sistema solar mais utilizados ao longo das civilizagoes, mostrando uma pequena fracao
dessas possibilidades.

O que podemos visualizar até o momento é que a Matemédtica estd em tudo, mas
cabe ao professor ter a criatividade, conhecimento e acima de tudo vontade de fazer a
diferenca, realizando uma das principais fun¢des de um professor que é de construir a
ponte entre o saber e a ignorancia, através da transposicao didatica, transformando um
saber cientifico em algo palpavel para seus alunos, dando significado e inspiracao, abrindo
novos questionamentos e novos horizontes.

A realizacao de tal feito ndo é um ato simplério, sendo necessario assumir a prépria
ignorancia, parar com as acomodagoes e continuar a evoluir sempre, o que é um pro-
cesso arduo quando nao ha um retorno, uma contrapartida motivadora e uma politica de

formacao continuada séria e constante nos ambientes escolares.

3.2 UM PANORAMA DAS ESCOLAS DO BRASIL

As ideias apresentadas até o momento dependem de diversos fatores para que seja
viavel sua execugao, fatores como a infraestrutura das escolas, a existéncia de laboratérios
de informatica e acesso ao conhecimento como bibliotecas fisicas e virtuais. O que nos

leva a seguinte pergunta:

Mas as escolas brasileiras estariam preparadas para esse tipo de aula?

9 Imagem disponivel em http://blog.educastur.es/baudilio52010/2010/11/30/pioneer/, acesso em abril de
2018.
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Para chegarmos a resposta, analisaremos os resultados do Censo Escolar 201@ cujo
o resultado foi apresentado em fevereiro de 2017.

De acordo com o Censo Escolar de 2016, o Brasil possui 62,5 mil escolas de ensino
fundamental II, sendo 47,2% escolas municipais, 31,7% escolas estaduais e 21% escolas

privadas, conforme pode ser visto na figura

Figura 15: Grafico da distribuicao das escolas de Ensino Fundamental II por dependéncia
administrativas - Brasil 2016
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Fonte: Censo Escolar da Educagao Basica 2016 - INEP - MEC

Dessas 62,5 mil escolas, somente 67,8% contam com ao menos um laboratério de
informatica, ja o laboratério de ciéncias estd presente em apenas 25,2% das escolas.

E se tratando das escolas de Ensino Médio os niimeros nao sao muito melhores, 68,1%
das escolas de ensino médio sdo estaduais e 29,2% privadas. A Unido e os municipios

participam com 1,8% e 0,9%, respectivamente. Veja figura

100 Censo Escolar da Educacio Bésica é uma pesquisa realizada anualmente pelo Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep) em articulagio com as Secretarias Estaduais
de educacao das 27 unidades da federagdo, sendo obrigatéria aos estabelecimentos publicos e privados
de educagao bésica, conforme determina o art. 4° do Decreto n°® 6.425/2008. Trata-se de um amplo e
relevante levantamento sistemdtico sobre a educagao basica no Pais. Os dados coletados constituem a
mais completa fonte de informagoes utilizada pelo Ministério da Educacdo (MEC) para a formulagao,
monitoramento e avaliagdo de politicas e para a definicio de programas e de critérios para a atuagao
supletiva do MEC. Também subsidia o calculo de varios indicadores, dentre eles o Indice de Desenvolvi-
mento da Educacdo Bésica (Ideb) e outros que possibilitam contextualizar os resultados das avaliagoes e

monitorar a trajetoria dos estudantes desde seu ingresso na escola.



3.2 UM PANORAMA DAS ESCOLAS DO BRASIL 23

Figura 16: Gréafico da distribuicao das escolas de ensino Médio por dependéncia adminis-
trativas - Brasil 2016
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Fonte: Censo Escolar da Educacao Basica 2016 - INEP - MEC

Talvez pelo fato da grande maioria das escolas de Ensino Médio serem estaduais,
consiga haver uma distribui¢do mais equilibrada dos recursos necessarios entre seus mu-
nicipios, melhorando levemente os resultados ja que apresenta em 82,7% das escolas de
ensino médio um laboratério de informatica, ja laboratorio de ciéncias esta presente em
pouco mais da metade das escolas (51,3%).

Em ambos os casos os dados mostram o quao longe do ideal o Brasil se encontra,
pois trabalhamos com um ntmero minimo de laboratorios dentro das escolas, ou seja,
geralmente é necessario uma certa logistica dentro das escolas para que todos tenham
acesso aos laboratérios, o que acarreta, dependendo da escola, de um uso mensal de uma
determinada turma, e mesmo trabalhando com somente um laboratério em cada escola o
Brasil nao atinge o percentual de 100%.

E se tratando de infraestrutura basica, as escolas brasileiras nao atingem 100% em nada
que possa ser considerado como parte béasica e essencial em uma escola, como por exemplo,
biblioteca (73,8% em escolas de Ensino Fundamental e 88,3% em escolas de Ensino Médio),
banheiro (91.5% em escolas de Ensino Fundamental e 95,4% em escolas de Ensino Médio),
quadras de esporte nao cobertas (60,4% em escolas de Ensino Fundamental e 77,0% em
escolas de Ensino Médio), e esses foram somente alguns itens basicos. A figura [17] mostra
nos trés niveis de ensino como se encontram os recursos basicos nas escolas publicas

brasileiras.
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Figura 17: Grafico do percentual de escolas por recurso disponivel, segundo a etapa de

ensino (percentual destacado relativo ao ensino médio) - Brasil 2016
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Fonte: Censo Escolar da Educacao Basica 2016 - INEP - MEC

Outro dado preocupante é a escolaridade dos docentes que atuam na educagao basica,
o qual de acordo com o censo somente 77,5% dos professores que atuam na educacao
basica possuem nivel superior completo, e se tratando das creches brasileiras esse niimero
cai para 64,2%.

O panorama das escolas brasileiras apds exposicao desses dados é no minimo desani-
mador, e acreditar que o trabalho docente pode ser significativo e trazer mudancas para
o futuro do palis parece ser idealismo poético. Nesse momento ¢ trivial dizer que somente
isso ndo basta para revolucionar o ensino no pais, sdo inimeros fatores que precisam ser
combatidos, mas se ndo acreditarmos que uma mudanga é possivel, se ndo nos prepararmos
para um futuro melhor, e nos apegarmos a esse ideal, ele nunca sera tangivel e estaremos
destinados ao fracassado como professores, mas para reflexdo trago uma frase de Paulo

Freire, “Num pais como o Brasil, manter a esperanca viva é em si um ato revoluciondrio”.



PROPOSTA DIDATICA

Mostraremos agora dois desenvolvimentos de aula que seguem a linha de pensamento
escolhida para esse trabalho onde procuramos trabalhar o ensino de matematica percor-
rendo seu desenvolvimento através da Astronomia, utilizando-se assim da sua historia
para contextualizar os contetidos que devem ser ministrados. Para o desenvolvimento des-
sas aulas, escolhemos trabalhar utilizando-se como base o construcionismdl] de Seymour
Papertf] através do software Geogebral’|

E importante destacar que para que as aulas estejam dentro da base construcionista
proposta, o auto-questionamento por parte dos educandos se faz ser extremamente funda-
mental para o processo, dessa forma optou-se por abordar cada tema proposto de forma

investigativa.

[...] o professor procura envolver os alunos no trabalho, propondo-lhes a reali-
zacdo de uma tarefa. Durante a atividade, verifica se eles estdo a trabalhar de
modo produtivo, formulando questoes, representado a informacéo dada, ensai-
ando e testando conjecturas e procurando justificd-las. Na fase final, o professor
procura saber quais as conclusoes a que os alunos chegaram, como as justificam
e se tiram implica¢Ges interessantes. O professor tem de manter um didlogo
com os alunos enquanto eles vao trabalhando na tarefa proposta, e no final
cabe-lhe conduzir a discussdo colectiva (PONTE et al, 1998, p.2).

A avaliacdo constante em todas as etapas também faz parte do processo, é através
dela que o professor podera diagnosticar como os contetdos estao sendo desenvolvidos
e absorvidos pelos seus educandos, dando novos rumos e revendo estratégias quando
necessario.

No primeiro modelo escolhemos trabalhar com um tema da Geometria Plana, o co-
nhecido Teorema de Tales, abordado no Ensino Fundamental, tal tema é ricamente exu-
berante historicamente, o qual tem um imenso potencial histérico que pode ser abordado
no desenvolver desse tema.

Ja no segundo modelo, escolhemos trabalhar com as Conicas, tema estudado desde a
época da Grécia Antiga, e abordado no Ensino Médio como um dos tépicos do contetdo

da Geometria Analitica, o qual possui um imenso potencial a ser explorado em conjunto

I Teoria que tem como base o construtivismo e, portanto vé o aluno como construtores de suas estruturas
intelectuais. No entanto, o construcionismo inclui a necessidade de construgao de um artefato externo.
2Seymour Papert (1928-2016) foi um matemdtico e um dos primeiros pioneiros da inteligéncia artificial.
Além disso, ele é reconhecido internacionalmente como o pensador seminal sobre computadores e pedago-
gia para criangas. Um matematico por treinamento, sua colaboragdo com Jean Piaget na Universidade
de Genebra levou-o a considerar o uso de mateméatica no servico de compreensdo de como as criancas

podem aprender e pensar.
3 Geogebra é um software dindmico de matemética para todos os niveis de educacio que retine geometria,
algebra, planilhas, graficos, estatisticas e cdlculos em um pacote facil de usar.
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com temas interdisciplinares, mas que normalmente é negligenciado durante o processo

de Ensino pelo seu nivel de abstracao.

4.1 DESENVOLVIMENTO DE AULA - O TEOREMA DE TALES

Tendo como publico alvo alunos da oitava série, onde este conteiido normalmente é
inserido, inicia-se a aula contando um pouco da historia de Tales de Mileto e de suas
descobertas e conhecimento que adquiriu durante suas viagens para outras regides, em
seguida o professor devera contar que através de seus estudos, Tales de Mileto, formalizou
um Teorema o qual ja era utilizado somente de maneira pratica pelos egipcios para calcular
a altura de uma piramide qualquer.

Neste momento o professor devera apresentar aos alunos o Teorema de Tales:

Teorema 4.1. Se duas retas transversais sao cortadas por um feixe de retas paralelas,
entao a razao entre quaisquer dois segmentos determinados em uma das transversais é

iqual a razdo entre os segmentos correspondentes da outra transversal.

Em seguida apresentar o problema das piramides para que os alunos possam discutir
de que forma o Teorema apresentado se encaixaria na discussdo. Para o desenvolver
dessa etapa, o professor podera proceder de diversas formas, mas como nesse trabalho
a metodologia construcionista de Seymour Papert foi escolhida para estar presente, o
professor entao devera fazé-la através do uso de um computador. Com um software
adequado é possivel recriar essa discussao tornando-a um pouco mais dinamica, como

exemplo criamos um modeldY utilizando o Geogebra.

Figura 18: Modelo de aula no Geogebra: Tales e as piramides

colocar e retirar bastao

Fo

S

Fonte: Elaborado pelo autor

Neste modelo é possivel modificar o tamanho da sombra da pirdmide e automatica-

mente a sobra formada pelo bastao também se altera, dessa forma o professor deverd

40 modelo encontra-se disponivel no seguinte link: https: //ggbm.at/nsbPjyye
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conduzir a experiéncia de modo que os alunos a partir de uma interacao com o software,
possam investigar a situacao e chegar a conclusao que a altura da piramide e a altura
do bastao estao representando as retas paralelas, enquanto que a luz do sol e o solo
representam as retas transversais.

Assim que os alunos perceberem a relagdo entre o Teorema e as piramides o professor
podera atribuir alguns valores as medidas das sombras do bastao e da piramide assim
como uma medida para o bastao, para que os alunos possam assim visualizar a utilizacao
do Teorema para que se possa determinar a altura da piramide.

Apos discussao, os alunos poderao realizar alguns problemas ou atividades para melhor
fixacdo do conteudo discutido.

Em seguida o professor devera contar um pouco sobre a civilizagdo grega e de como
eles chegaram a conclusao de que a Terra nao era plana e sim esférica, diferente das
civiliza¢Oes posteriores, enfatizando o matematico Eratostenes e sua experiéncia, a qual
permitiu determinar, muito préximo do valor real, o raio da Terra.

O préximo passo € recriar a experiéncia com seus alunos. Para tal atividade novamente
criamos um modeldﬂ dindmico no Geogebra o qual possibilita colocar a luz do Sol em

diferentes posicoes, formando diferentes sombras em dois locais distintos.

Figura 19: Modelo de aula no Geogebra: A experiéncia de Eratostenes

s

—_—————

Fonte: Elaborado pelo autor

Em seguida, os alunos deverao discutir entre eles como o Teorema de Tales novamente
se encaixaria na situacao, devendo ao final perceber que a luz do Sol esta representando
as retas paralelas enquanto que a linha do obelisco e do pogo representam as retas trans-
versais, neste momento ¢ possivel enriquecer a discussdao ao direcionar os alunos a certos
debates: i) Como ele sabia que no mesmo hordrio em outro lugar o angulo formado pela
sombra do obelisco era diferente se nao havia relégio?. ii) Essa experiéncia seria possivel
no Brasil?. Essas entre outras perguntas serviriam de estopim para agucar a curiosidade
dos alunos.

Apés a atividade o professor podera propor outras situagoes e fazer novas discussoes

através de diferentes problemas.

® O modelo encontra-se disponivel no seguinte link: https://ggbm.at/FwEu3Vd7
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Durante todo o desenvolver das atividades o professor devera estar avaliando os alunos
e suas respostas para, caso necessario, reconduzir alguns experimentos, fazer intervencgoes,

para que dessa forma o aluno possa ter um melhor entendimento do conteido apresentado.

4.2 DESENVOLVIMENTO DE AULA - AS CONICAS

Como ultimo exemplo, temos as Conicas, tal conteido geralmente é visto muito rapi-
damente e sem nenhuma contextualizacao, o que nao ¢ inesperado, ja que se trata de um
conteido um tanto quanto abstrato quando visto unicamente através de suas equacoes
caracteristicas e de seus elementos. Contudo, é possivel levar as discussoes sobre esse
contetdo a outro nivel quando abordada dentro da Astronomia, sendo possivel passar por
cada uma das coOnicas e seus elementos sem prejuizo algum, pelo contrario, dando a aula
enriquecimento cultural, por exemplo, é possivel trabalhar com a circunferéncia e seus
elementos através do sistema solar geocéntrico, ja a elipse e seus elementos podem ser dis-
cutidos através do sistema solar heliocéntrico enquanto que as parabolas e as hipérboles
podem ser trabalhadas discutindo-se sobre as trajetorias dos cometas.

Essa aula estd voltada para as turmas do segundo e terceiro anos do Ensino Médio,
e inicia-se com o professor apresentando as cOnicas para os alunos, a apresentagao das
Cénicasﬁ pode ser feita através do Geogebra onde o professor pode levar pronto para os

alunos e explicar como se dera a construgao dos cones.

Figura 20: Conicas geradas no Geogebra

Fonte: Elaborado pelo autor

Através da manipulacdo por parte dos alunos do plano que intercepta os cones o
professor deve fazer com que os alunos consigam visualizar diferentes tipos de curvas
geradas pelas intersecoes entre o plano e os cones, o professor podera pedir para que os
alunos desenhem as curvas que consigam visualizar, em seguida apresenta-las aos demais

alunos.

60 modelo gerado no Geogebra para estudo das conicas, encontra-se disponivel no seguinte link:
https://ggbm.at /EpIRXc8E
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O professor neste momento pode propor que os alunos discutam em grupo sobre as
curvas que encontraram e deem quatro curvas que se diferem entre si. Apds as respostas
dos alunos o professor devera apresentar cada uma das conicas onde os alunos verificaram
se suas conclusdes estavam corretas.

Terminado a apresentagao das conicas de modo generalizado, o professor partird para

o estudo detalhado de cada uma delas, comecando pela circunferéncia.

A Circunferéncia

Para tratar da circunferéncia, os modelos geocéntricos criados no Geogebra podem ser
potencialmente tteis para ajudar no desenvolvimento desse conteido. Iniciando-se com
um pouco da histéria do surgimento dos modelos geocéntricos e das figuras historicas de
grande importancia por tras de tal teoria, figuras como Aristoteles e Claudio Ptolomeu,
e debater com seus alunos sobre as diferencas existentes entre os modelos geocéntricos,
o professor devera conduzir os alunos de modo que consigam visualizar os elementos da
circunferéncia e com o auxilio do professor nomeé-las.

Sao eles:

- P(z,y) um ponto qualquer pertencente a circunferéncia;

- C(z¢,yc) coordenadas do centro da circunferéncia;

- r o raio da circunferéncia.

Com os dados em maos os alunos deverao debater entre si e através de um debate
assistido e perguntas problematicas, chegar na equagao caracteristica da circunferéncia.

Os alunos deverdo chegar na seguinte equacio: (z — z¢)? + (y — ye)? = r?

Demonstragao:
Dada uma circunferéncia qualquer com centro C'(z.; y.) ¢ P(x;y) um ponto qual-
quer da circunferéncia, a distdncia de C a P (dop) é o raio dessa circunferéncia.

Entao pelo distancia de dois pontos:

dep =71 = \/(ZB—L;)Z—{— (Y —ye)? — (ZE—$C)2—|— (y_yc)2 = r?

A equacio (z — 20)? + (y — y.)? = r? é denotada como equacio reduzida da
circunferéncia e permite determinar os elementos essenciais para a construgao da
circunferéncia: as coordenadas do centro e o raio.

Observagao: Quando o centro da circunferéncia estiver na origem (C(0;0)), a

equagao da circunferéncia passar a ser:

224yt =12

E poderao verificar no préprio Geogebra, montando seu proprio sistema solar geocén-

trico no plano, com o auxilio do professor.
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Neste momento o professor podera abordar outros topicos como posicao relativa entre

circunferéncia e ponto, circunferéncia e reta e entre circunferéncias.

A FElipse

J& para apresentar a Elipse aos alunos, o professor podera partir da construcao da
elipse utilizando um barbante, duas tarraxinhas e um lapis. E uma maneira simples e

tradicional, mas muito facil de reproduzir em sala de aula.

Figura 21: Construgdo manual da elipse

Fy q:’z

Fonte: Pagina da UFRGY]

O professor devera utilizar o sistema heliocéntrico como base para as discussoes e para
o desenvolvimento do conteido, podendo nesse momento contar fatos interessantes da
histéria e apresentar grandes nomes que participaram da formagao de tal teoria, nomes

como Nicolau Copérnico, Galileu Galilei e Johannes Kepler.

Figura 22: Modelo Heliocéntrico do Sistema Solar no Geogebra

Fonte: Elaborado pelo autor

Apresentando o modelo do sistema heliocéntrico criado no Geogebra, o professor de-
vera conduzir seus alunos através de indagacoes e fazendo com que seus alunos fagam
experiéncias no modelo, para que dessa forma consigam vislumbrar dos elementos que
constituem uma elipse e com o auxilio do professor nomea-las.

Sendo eles:

- P(z,y) um ponto qualquer pertencente a elipse;

" Disponivel em: http://www.edumatec.mat.ufrgs.br/atividades_ diversas/Elipse/, acesso em abril 2018.
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- C(z¢,yc) coordenadas do centro da elipse;
- Fi(z1,11) e Fa(xa,y2) focos da elipse;

- 2a a medida do didmetro maior;

- 2b a medida do didmetro menor;

- 2¢ distancia entre os focos.

Em seguida devera fornecer a definicao de elipse para os alunos:

Definicao 4.2. A elipse ¢ o conjunto dos pontos P do plano tais que a soma das distancias

de P a dois pontos firos I e Fa, denominados focos da elipse, € constante.
d(Fy; P) + d(F; P) = 2a (1)

Juntamente com a defini¢ao de excentricidade da elipse a qual exprime o “achatamento”
da elipse e ¢ dada pela divisao:

e = —
a

Assim como, mostrar para os alunos que em toda a elipse, vale a relacao pitagérica:
a? = b2+ 2 (2)

Dessa forma os alunos possuirao todos os elementos para determinar a equacao da
elipse. Como a equagao ¢ um tanto que trabalhosa algebricamente, se necessario o profes-

2 2
sor poderd auxiliar os alunos para que consigam chegar na seguinte equagio: > + z—Q =

Demonstragao:
Seja P(x,y) um ponto genérico de uma elipse, cujos focos sao Fi(—c;0) e F(c; 0).

Temos que:

d(P; ) = @+ o2+ 3)
d(P; o) = @ =) + (4)

Pela equagao (1) temos d(Fy; P) + d(F»; P) = 2a, onde podemos substituir (3)

e (4) na relagao e obter:

Va+o? +y?+ (@ —c? +y2 =2

(x+c)2+y2=2a—/(z—c)?2+ 12
Elevamos ambos os lados ao quadrado:

(z4+c)?+y? =4a® —dar/(z — )2+ 42+ (z — )2+

224 2cx + A+ y? = 4a® —day/(x — )2 +y2 + 22 — 2cx + 2 + 3

dex = 4a® — day/(z — ¢)2 + ¢2
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Dividimos ambos os lados por 4:

cx = a% —ay/(z —c)2 + 12

a? —cx = ay/(z — ¢)2 + 32

Elevamos, novamente, ambos os lados ao quadrado:
at — 20%cx + 22? = a®[(z — ¢)? + o]

at — 2a%cx + 2? = a*[2? — 2cx + 2 + o7
at — 2a%cx + Pa® = a®2® — 2a’cx + a® + a*y?
a* + 22 = a2+ 22 + oy
a + e — a2 = a2+ a2y?
a4—|—m2(02 —a2) — 022 4 %y
xQ(CQ —a2) —a2y = a2 —at
Multiplicamos por — 1:

22(a? — ) + a2 = at — a2

mZ(GQ —62) +a2y2 — a2(a2 —62)

Dividimos ambos os lados por a?(a? — ¢?)
22(a? — c?) . a2y  a?(a®— )
a2(a? —c?)  a2(a?—c2)  a?(a? - c?)

Da relagdo (2) temos:

Substituindo (6) em (5), obtemos:

[\]

2
z Y
4+ =1
a2 b2

E interessante ao tentar encontrar a equacao, que o professor coloque para grupos
diferentes condicoes diferentes, dessa forma é possivel num mesmo momento, também

chegar na equacao da elipse quando o eixo maior esta sobre o eixo y, onde a equacao
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. . . 2 2 . . .
ficaria da seguinte maneira: % + % = 1, dessa forma os grupos discutiriam sobre os

b
resultados encontrados.

Uma vez encontradas as equagoes, € hora de verifica-las no Geogebra, onde o professor
pode explicar aos alunos como criar controles deslizantes no Geogebra, dessa forma os
alunos teriam uma elipse centrada na origem cujos os diametros podem ser alterados,
levando a discussao para a excentricidade da elipse. Onde apés experimentarem diversos
valores os alunos deverao chegar a conclusao que 0 < e < 1 e que se e = 0 temos uma
circunferéncia.

Para finalizar o conteido sobre as elipse, o professor podera, se nao o tiver feito antes,

falar sobre a translagao de pontos, dessa forma as equagoes anteriormente obtidas seriam

2 2
. . T—x — . . ,
rescrita da seguinte forma: ( azc) + y béfc) = 1 no caso em que o eixo maior é paralelo

2 2
. T—Xc —Ye . . , .
a0 eixo = ¢ . bQC) + (y ag°) = 1 no caso em que o eixo maior é paralelo ao eixo y.

Novamente os alunos podem testar suas equacoes no Geogebra, mas dessa vez criando,
quatro controles deslizantes, sendo um para o valor de a, um para o valor de b, um para

Te € Um para Ye.

Figura 23: Elipse gerada no Geogebra
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Entrada 4

Fonte: Elaborado pelo autor

Uma curiosidade sobre as aplicagoes das curvas elipticas, ¢ que sdo muito utilizadas
na mecanica celeste, embora nao mais com sua equacao na forma cartesiana e sim, por

conveniéncia, com a equagao na sua forma polar com origem do raio em um dos focos.

a(1l—€?)
(14 ecos(d))

Tal forma é pouco conhecida e explorada no ensino, o que ¢ uma pena, pois a dedugao

r =

dessa equagao parte da definicao geral de conica, e leva em consideragao um elemento que

é descartado nas demais demonstracoes, consequentemente deixando de entrar nas discus-



4.2 DESENVOLVIMENTO DE AULA - AS CONICAS 34

soes sobre a elipse, ocultando-o em todo o processo, gerando a impressao que somente

existe nas demais conicas, fato nao veridico, tal elemento trata-se da reta diretriz.

Figura 24: Construcao da elipse a partir do foco e da reta diretriz

Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstracgao:

Para demonstramos como obter a equacgao

a(l—e?)
(14 ecos(h))

r =

partimos da definicao de conica:

Definicao 4.3. Denomina-se conica o lugar geométrico dos pontos de um plano
cuja razao entre as distancias a um ponto firo F' e a uma reta fiva d € igual a
uma constante nao negativa e. O ponto firo é chamado de foco, a reta fixa de
diretriz e a razdo constante de excentricidade da conica. Quando e =1 a conica

é chamada de pardbola, quando 0 < e < 1 de elipse e quando e > 1 de hipérbole.

Considerando caso em que 0 < e < 1 temos:

d(F;P) _

d(P;d)
Reescrevendo a equagao temos:

r
— = e T =em <>
m

r=e((a—c)—rcos(d) +m) (7)

J4 ao observamos o ponto P’ na Figura podemos utilizar a defini¢ao 4.3 para
afirmar que:

(a—c) =em’
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O qual se substituirmos em (7) obtemos:
r = e(em’ —rcos(f) +m')

r+rcos(f) =em'(e+1)

r(1+ecos(d)) = (a—c)(e+1)
_aeta—ce—c
1+ ecos(h)

Temos que a excentricidade e ¢ dada por e = ¢ logo:

az;ta—c;—c
1+ ecos(h)

r =

2
a/_g

"T1+ ecos(0)

2
145

" al—i—ecos(&)

1+ e?
Ty ecos(f)
Na Astronomia, esse angulo 6 que é o angulo entre as diregoes foco da elipse
- periastro e foco da elipse - posicdo do astro, na érbita descrita por Kepler
(6rbita kepleriana), fora denominado de anomalia verdadeira, o qual é utilizada

para localizar um astro em sua Orbita.

A Pardbola

A proxima conica a ser explorada é a parabola, tema o qual o professor pode iniciar
com exemplos onde tal curva pode ser visualizada e desafiando os alunos a darem exemplos
diferentes dos citados pelo professor.

Inserindo a Astronomia na temaética, o professor pode falar um pouco sobre os cometas,
0s quais em sua grande maioria possuem orbitas elipticas, contudo a também os que
apresentam Orbitas parabdlicas e hiperbdlicas, esse sao denominados cometas de apari¢cao
Unica.

O professor podera utilizar-se da ferramenta do Geogebra Pardbola para mostrar aos
alunos como gerar uma parabola no programa e em seguida apresentar o modelo de érbita
de um cometa criado no Geogebra, propondo ao alunos que localizem os mesmos elementos
que usara para criar a primeira parabola.

Localizados os elementos (reta diretriz e foco) o professor deve propor que os alunos

variem a posicao de ambos e que relatem aquilo que observarem.
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Figura 25: Trajetoria parabdlica de um cometa
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Fonte: Elaborado pelo autor

Com o auxilio do professor os alunos deverao nomear os elementos da parabola, sendo
eles:

- d a reta diretriz da parabola;

- F(x¢;yc) coordenadas do foco da pardbola;

- P(z;y) coordenadas de um ponto qualquer pertencente a pardbola;

P a metade da distancia existente entre o foco e a reta diretriz.

Em seguida devera fornecer a definigdo da parabola para os alunos:

Definicao 4.4. A pardbola é o conjunto dos pontos P do plano que equidistam do ponto
F (Foco) e da reta diretriz d.

drpp = dgp

Se tratando de uma turma do Ensino Médio o professor podera separar os alunos em
quatro grupos onde cada grupo ficara encarregado de encontrar a equacao das seguintes
parabolas:

Grupo 1: - reta diretriz paralela ao eixo x, com vértice sobre a origem e foco sobre a
parte positiva do eixo y;

Grupo 2: reta diretriz paralela ao eixo x, com vértice sobre a origem e foco sobre a
parte negativa do eixo y;

Grupo 3: reta diretriz paralela ao eixo y, com vértice sobre a origem e foco sobre a
parte positiva do eixo x;

Grupo 4: reta diretriz paralela ao eixo y, com vértice sobre a origem e foco sobre a
parte negativa do eixo x;

Onde cada grupo deverd apresentar as seguintes respostas:

Grupo 1: 22 = 2py



4.2 DESENVOLVIMENTO DE AULA - AS CONICAS 37

Grupo 2: 22 = —2py
Grupo 3: y? = 2px
Grupo 4: y?> = —2px

Demonstragao:
Considerando uma parabola qualquer cuja a reta diretriz é paralela ao eixo x,
com vértice na origem e foco sobre a parte positiva o eixo y, ou seja, F(0; %), seja

P(z,y) um ponto genérico da pardbola, pela definigao de pardbola temos que:

drpp = dgp

Je—02+ =02 = Jw—o)2+ v+ )2
Jo2+ =02 =+ 2y

Elevando ambos os lados ao quadrado, temos:

p p
x2+(y—§)2:(y+§)2

2 2

p p
Py -yt =y eyt

z? = 2py
As demonstragoes das demais equagoes sao analogas.

O mesmo processo de verificacao utilizados com as circunferéncias e com as elipses no
Geogebra podera ser utilizado uma vez que os alunos ja estardao mais familiarizados com
0 programa.

Uma vez verificadas as equagoes e como a translagao de pontos ja fora apresentada,
nesse momento o professor pode propor que os alunos demonstrem as equagoes cujos

vértices das parabolas nao estao sobre a origem do plano cartesiano.

A Hipérbole

Para nossa tltima cOnica o professor devera pedir para que os alunos tentem utilizar
a ferramenta Hipérbole no Geogebra para construir sua prépria hipérbole inicialmente.

E interessante lembrar aos alunos que a maioria dos cometas possuem 6rbitas elipticas,
mas que alguns cometas também podem apresentar uma orbita parabolica ou hiperbélica
levantando a questao para os alunos no que esse fato afetaria a o6rbita dos cometas.

Apos a construcao das hipérboles e da discussao proposta o professor devera solicitar
aos alunos que tentem mudar o foco e o ponto de posicao, e que anotem os resultados que
observarem.

O professor podera pedir para que os alunos comparem suas anotagoes e dividam com

a sala suas conclusoes.
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Apo6s essa dindmica o professor devera perguntar para os alunos quais elementos da
hipérbole eles estariam conseguindo visualizar.

Por se tratar de uma construgao simples é provavel que os elementos observaveis pelos
alunos sejam:

- P(z,y) um ponto qualquer pertencente a hipérbole;

- Fi(z1,y1) e Fa(xe,ys2) focos da hipérbole;

- C(z¢,yc) o centro da hipérbole o qual é ponto médio do segmento F} F;

- 2¢ a distancia focal ou seja, a distancia entre os focos, onde ¢ = C'F} = C'Fy;

- Eixo real ou transverso: é o segmento AjAs, de comprimento 2a, onde a = CA; =
CAs

Neste momento o professor podera fornecer uma construcao mais complexa de uma hi-
pérbole gerada no Geogebra, ou poderd passar as orientagoes para os alunos a construirem

(dependeré do nivel de afinidade e conhecimento do software pelos alunos).

Figura 26: Elementos da hipérbole

Hiperbole

Fonte: Elaborado pelo autor

Com essa construcao em maos, ¢ esperado que seja possivel que os alunos consigam
fornecer os demais elementos da hipérbole como:
- Eixo imaginario ou conjugado: é o segmento BjBsa, de comprimento 2b. O valor de

b é definido pela relagdo pitagorica:
02 — CL2 + b2 (8)

onde a, b e ¢ sdo as medidas dos lados do triangulo retangulo C' A3 M
- Assintotas: sao as retas r e s das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais

a medida que os pontos se afastam dos focos. Esta aproximacao ¢ continua e lenta de
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forma que a tendéncia da hipérbole é tangenciar suas assintotas no infinito. Considerando
uma circunferéncia de raio C'Fy ou C'Fy, cujo centro C' é o mesmo centro da hipérbole,
tragamos pelos vértices A; e Ay cordas perpendiculares ao segmento FjF, e marcamos
as intersecgoes com a circunferéncia. Esses pontos sao os vértices do retangulo M N PQ)
inscrito & circunferéncia. Esse retangulo tem dimensoes 2a e 2b. As retas r e s que contém
as diagonais desse retangulo sao as assintotas da hipérbole;

- Abertura: o angulo 6 é chamado de abertura da hipérbole;

- Excentricidade: a excentricidade e da hipérbole é o nimero dado pela relagao:

e=—
a

Em seguida apresentar a definicao de hipérbole para os alunos.

Definicao 4.5. Dados dois pontos firos Fi e Fs de um plano, tais que a distancia entre
estes pontos seja igual a 2¢ > 0, denomina-se hipérbole, a curva plana cujo médulo da
diferenca das distancias de cada um de seus pontos P a estes pontos fizxos Fy e Fa € igual

a um valor constante 2a , onde a < c.

Ou seja:
|PFy — PF2| = 2a

O professor podera desafiar os alunos a tentarem determinar a equacao da hipérbole,

passando os dados necessarios como coordenadas do centro e do foco, por exemplo:

- Metade da sala devera trabalhar com os focos da hipérbole sobre o eixo = e centro da
hipérbole na origem do plano cartesiano, enquanto a outra metade devera trabalhar com

os focos da hipérbole sobre o eixo y e centro da hipérbole na origem do plano cartesiano.

E importante o professor estar atento e intervindo nos momentos que acreditar ser
necessario, pois a demonstracao da equagao é por si s6 um desafio algébrico para alunos,
podendo causar certa frustragdo quando tomados determinados caminhos.

) 2 2

E esperado que os alunos obtenham a equagao — — i 1 no caso em que o foco

a
estd sobre o eixo = e o centro da hipérbole estd localizado na origem do plano cartesiano.

y2 332

22 P2
a b
localizado na origem do plano cartesiano.

= 1 no caso em que o foco esta sobre o eixo y e o centro da hipérbole esta
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Demonstragao:
Seja P(z;y) um ponto qualquer de uma hipérbole e sejam Fi(c,0) e Fa(—c,0)

os seus focos. Sendo 2a o valor constante com ¢ > a, podemos escrever:
|PFy — PF2| = 2a

Utilizando-se da formula da distancia entre dois pontos, podemos reescrever a

equacao acima da seguinte maneira:

V@=0?+(y =022 /(s + )+ (y—0)? = £2a

Vg —0c)24+y2 =+2a+\/(z+c)? + 32

Elevando ambos os lados ao quadrado obtemos:
(z—c)? +y? =4a® 4a\/(z + )2 + 42+ (x4 ¢)? + 4

2% —2cx + A 4+ y? = 4a® £ da/(z 4+ )2 + 42 + 22 + 2cx + 2 + 3

—4ex = 4a® £ 4a\/(x + )2 + (y)?

Dividindo ambos os lados por 4 temos:
—cx =a®ta\/(z+c)2 4192

—(cz + a?) = £ay/(z +¢)2 + y2

Elevando ambos os lados ao quadrado obtemos:
(er + ) = [z +0)” +47)
Ar? + 2d%cx + a* = d*(2® + 2cx + ) + ay?
Aa? + 2d%cx + a* = a%2? + 2d%cx + a*P + a2y2
22?4 at = 202 + a2 + oy
(02_a2)x2_a2y2 — a2(c2—a2) (9)

Substituimos a relagao (8) em (9) e obtemos:

a2 — a2y? = a2b?
Dividindo ambos os lados por a?b?:
332 y2

2 et
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Nesse ponto, os alunos que ja estivem familiarizados com a translagao de pontos es-
tariam aptos a fornecer as equagoes nos casos em que o centro esta localizado fora da

origem do plano cartesiano.

- No caso de os focos estarem sobre o eixo x:

('CC‘_‘/’EC)2 (y_yC)Q _ 1
a2
- No caso dos focos estarem sobre o eixo y:
(y_yc)2 . (‘r_xC)Q =1

a? b2

Por fim, a verificacdo das equacgoes se dara pela construcao das hipérboles através de
suas equacoes, sendo possivel estabelecer um desafio onde cada aluno devera determinar a

equacao da hipérbole que fora previamente construida utilizando a ferramenta Hipérbole.



CONCLUSOES

A conclusao que conseguimos vislumbrar ao término desse trabalho é que ao introdu-
zirmos temas interdisciplinares como a Astronomia para o desenvolvimento de contetdos
da disciplina de matematica, possibilitamos um enriquecimento cultural para os alunos,
criamos novos caminhos que podem vir a causar uma mudanga significativa no modo
que as aulas de matematica sao ministradas além de possivelmente promovermos de fato
aquilo que é previsto nos Pardmetros Curriculares Nacionais.

Contudo a falta de material adequado disponivel para o professor mostra que o ensino
da matematica ainda engatinha no Brasil e para se desenvolver necessita de professores
bem qualificados e criativos, que possam contornar as dificuldades inseridas continua-
mente em sala de aula. Professores que possam visualizar novos caminhos quando assim
for necessario, colocando em pratica todo conhecimento adquirido e ndo o engavetando
como de costume, pois, como mostrado nos modelos criados no Geogebra, alguns deles
demandaram conhecimentos que nao seriam transmitidos para os alunos, mas sao necessa-
rios para o professor, para que este sim, possa utiliza-lo para transmitir outros contetidos
pertencentes ao curriculo bésico para seus educandos.

E preciso reestruturar os cursos de licenciatura, que em sua grande maioria, continua-
ram nos moldes da educagao dos séculos XIX e XX, inserindo dentro de suas estruturas
curriculares disciplinas que preparem o professor para as dificuldades da profissao, dentro
dos cursos pesquisados foi raro encontrar um disciplina que trata da inclusdo no ensino,
discutindo as principais deficiéncias, doengas, sindromes, transtornos, entre outros, assim
como uma carga horaria relativamente pequena nas disciplinas que tratam das metodolo-
gias de ensino, tendéncias educacionais e na utilizacao de tecnologias no Ensino, esses sao
exemplos claros de como as institui¢coes superiores de ensino nao preparam seus futuros
professores para a realidade no pais

Para os professores ja inseridos, é preciso adotar-se uma politica séria de capacitagao
constante, para que se mantenham atualizados.

A infraestrutura das escolas precisa de uma mudanca drastica por igual, ndo criando
poucas escolas modelo onde somente uma minoria, geralmente de uma classe social mais
afortunada, tenha direito ao acesso.

Por fim, a educacgao nao ird melhorar seus resultados a curto prazo, mas é preciso atacar
a todos os fatores que a prejudicam, se desejamos no futuro preparar de fato os futuros
cidadaos desse pais e consequentemente estar entre os melhores do ranking mundial de

educagao.
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APENDICE A - PLANOS DE AULA

PLANOS DE AULA - TEOREMA DE TALES

I. Dados de Identificagao

Professor:

Disciplina: Matematica
Publico alvo: Alunos do 8° Ano do Ensino Fundamental

Tempo estimado: 6 aulas de 50 minutos

II. Tema:

Geometria Plana: O Teorema de Tales.

Conceito fundamental: Ao aprofundamos nossos estudos em geometria plana, nao pode-
mos escapar de esbarrar no legado deixado por Tales de Mileto, matematico, filosofo e
astronomo, o qual recebera o titulo de o pai da geometria descritiva. Comecaremos pelo
Teorema de Tales o qual é fundamental para o desenvolvimento de diversos outros con-

tetidos da geometria plana.

III. Objetivos:

Objetivo geral: Capacitar o aluno a construir os fundamentos béasicos da geometria plana,
consolidando e ampliando seu conhecimento ja estudado a longos dos ciclos anteriores,
capacitando a uma analise critica sobre tais contetidos.

Objetivos especificos:

Ao nivel de conhecimento — O aluno deve ser capaz de entender o teorema de Tales, e
identificar em diferentes situacoes elementos que viabilizam a utilizagdo do teorema para
a determinacao de medidas desconhecidas.

Ao nivel de aplicagao — O aluno deve ser capaz de conseguir identificar em quais situagoes
o Teorema de Tales pode estar sendo utilizado, e aplica-lo de maneira correta.

Ao nivel de solugdo de problemas — O aluno deve ser capaz de criar hipoteses e inferir

resultados de diferentes problemas em diferentes situagoes.

IV. Conteudo:

O Teorema de Tales: contexto historico e a relagao com o Egito, o Teorema, aplicagoes.
V. Contetido prévio necessario:

Operacoes basicas aritméticas e algébricas. Conceitos basicos de geometria como tipos de

reta, medidas de comprimento e angulos.
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VI. Desenvolvimento do tema:

Introducao ao tema através de exposicao de relatos histéricos e debates. Exposicao de
conceitos tedricos e demonstracoes utilizando lousa e giz, slides e softwares. Demonstra-
¢oes de férmulas utilizando lousa e giz. Constatacao dos resultados obtidos através de

softwares.

VII. Recursos didaticos:

Quadro, giz, Datashow, softwares de apoio grafico como geogebra.

VIII. Avaliagao:

Sera realizada com diferentes propdsitos como diagnostica, formativa e somativa.
Atividades: Exercicios durante a aula e exercicios a serem realizadas em casa. As ativida-
des contém exercicios algoritmicos, problemas e situa¢oes problemas.

Critérios adotados para correcao das atividades: Respostas fornecidas as atividades, mé-
todo e raciocinio utilizado para obtencao das respostas, organizacao das ideias, fatos e

dados, justificativas elaboradas.
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PLANOS DE AULA - AS CONICAS

I. Dados de Identificacao

Professor:

Disciplina: Matematica
Publico alvo: Alunos do 3° Ano do Ensino Médio

Tempo estimado: 16 aulas de 50 minutos

II. Tema:

Geometria Analitica: As cOnicas.

Conceito fundamental: A ideia essencial da geometria analitica consiste em caracterizar
objetos geométricos por meio de suas equagoes. Sua invenc¢ao esta associada independen-
temente a dois grandes nomes, Pierre de Fermat e René Descartes. Desde sua invencao
durante o Renascimento até os dias atuais a geometria analitica serve de instrumento para
diversas areas da ciéncia, dentre elas a Fisica, Engenharia Mecanica, Engenharia Civil,

entre outras areas, eis onde reside a justificativa de seu estudo.

III. Objetivos:

Objetivo geral:

Capacitar o aluno a construir os fundamentos basicos da geometria analitica, consolidando
e ampliando seu conhecimento especifico da disciplina, capacitando a uma anéalise critica
sobre tais contetudos.

Objetivos especificos:

Ao nivel de conhecimento — O aluno deve ser capaz de definir e caracterizar as Conicas
no plano cartesiano e associar seu uso a diferentes situagoes.

Ao nivel de aplicagao — O aluno deve ser capaz de definir as equagoes da circunferéncia, da
elipse, da pardabola e da hipérbole a partir de dados fornecidos, esbocar gréaficos, extrair
informagoes.

Ao nivel de solugao de problemas — O aluno deve ser capaz de formular modelos que o

ajudem a estimar, criar ou inferir resultados para situagoes problemas.

IV. Conteudo:

Definigao de Circunferéncia e seus elementos; Equagao reduzida e geral da circunferéncia;
Graficos; Posicao relativa de uma circunferéncia.

Definicao de Elipse e seus elementos; Equacao da elipse; Graficos.

Defini¢do de Parabola e seus elementos; Equacao da parabola; Gréficos.

Definicao de Hipérbole e seus elementos; Equacao da hipérbole; Graficos.

V. Contetido prévio necessario:

Operagoes basicas aritméticas e algébricas. Conceitos de geometria analitica sobre o Ponto
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e reta. Conhecimento basico de informatica.

VI. Desenvolvimento do tema:

Introducao ao tema através de exposicao de relatos histéricos e debates. Exposicao e
criacado de modelos utilizando softwares que ajudem o desenvolver de conceitos tedricos.
Questionamentos direcionados que explorem a investigacdo matematica. Demonstragoes
de féormulas no quadro. Verificagdo e constatacao através de softwares dos resultados ob-
tidos .

VII. Recursos didaticos:

Quadro, giz ou caneta, Datashow, softwares de apoio grafico como geogebra.

VIII. Avaliacgao:

Sera realizada com diferentes propodsitos como diagnostica, formativa e somativa.
Atividades: Exercicios durante a aula e exercicios a serem realizadas em casa. As ativida-
des contém exercicios algoritmicos, problemas e situacoes problemas.

Critérios adotados para correcao das atividades: Respostas fornecidas as atividades, mé-
todo e raciocinio utilizado para obtencao das respostas, organizacao das ideias, fatos e

dados, justificativas elaboradas.



APENDICE B - CONSTRUINDO UM SISTEMA SOLAR NO
GEOGEBRA

Para manufaturar os modelos de sistema solar no Geogebra primeiramente se faz

necessario o ter instalado em seu computador. Tal software é gratuito e ja encontra-se

na sua sexta versao, podendo ser adquirido no site |https://www.geogebra.org/download|

escolhemos o Geogebra que se melhor adeque ao sistema operacional do nosso computador.

Apods download e instalagao, ja podemos utilizar o programa.

FERRAMENTAS BASICAS DO GEOGEBRA

Aqui encontram-se as principais ferramentas do Geogebra, muitas das quais estaremos

utilizando para o desenvolvimento dos nossos modelos.

Ferramentas da Janela 2D

. - Mowver - ferramenta que possibilita mover ou selecionar objetos;

A
*< - Ponto - ferramenta que possibilita a insercio de um ponto qualquer no plano

cartesiano;

existentes entre dois objetos selecionados;

el

“ - Reta - ferramenta que possibilita a criacao de uma reta dado dois pontos;

- Intersecao de Dois Objetos - ferramenta que possibilita a obtencao da interse¢ao

“ - Segmento - ferramenta que possibilita a criacao de um segmento de reta dado dois

pontos;

# - Vetor - ferramenta que possibilita a criacao de um vetor dado dois pontos;

= - Reta perpendicular - ferramenta que possibilita a criacdo de uma reta perpendicular

a uma reta passando por um ponto qualquer;
e

% - Reta paralela - ferramenta que possibilita a criacdo de uma reta paralela a uma
reta passando por um ponto qualquer;

X Mediatriz - ferramenta que possibilita a criacdo de uma reta mediatriz dado dois

pontos quaisquer;
'.\)l
J ! . ] e . ~ , ;.
“ - Poligono - ferramenta que possibilita a criacao de um poligono dado os seus vértices;

@,

2 - Circulo dado Centro e Um de seus Pontos - ferramenta que possibilita a criacao de

um circulo dado centro e um de seus pontos;
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©

dado centro e a medida do seu raio;

&)

7 - Elipse - ferramenta que possibilita a criagdo de uma elipse dados seus focos e um

© - Clrculo dados Centro e Raio - ferramenta que possibilita a criacao de um circulo

ponto pertencente a elipse;

N |

**o - Hipérbole - ferramenta que possibilita a criacdo de uma hipérbole dados seus focos
e um ponto pertencente a hipérbole;

\e

S0 - Pardbola - ferramenta que possibilita a criacio de uma parabola dado seu foco e

sua reta diretriz;

‘{‘ - Angulo - ferramenta que fornece o Angulo entre trés pontos;

© - Distancia, Comprimento ou Perimetro - ferramenta que fornece a distancia entre
dois pontos, ou o comprimento de um segmento, ou o perimetro tanto de um poligono

quanto de uma circunferéncia;

cmd
“ - Area - ferramenta que fornece a area de um poligono;

a=2

—+ - Controle Deslizante - ferramenta que possibilita a criacdo de um controle deslizante

para uma variavel qualquer, possibilitando a manipulagao entre o valor maximo e minimo

fornecido;

R Angulo - Possibilita mover a janela em qualquer direcdo;

Q - Ampliar - ferramenta que possibilita aumentar o zoom na janela;
Q

“ - Reduzir - ferramenta que possibilita diminuir o zoom na janela.

Ferramentas da Janela 3D

l
P . Clirculo dados Fixo e Um de seus Pontos - ferramenta que possibilita a criagdo
de uma circunferéncia no espago uma vez selecionado um eixo e um ponto pertencente a

circunferéncia;

Cia-‘ - Circulo (Centro - Raio + Diregao) - ferramenta que possibilita a criagdo de uma

circunferéncia no espago uma vez fornecido um eixo, o centro e o raio da circunferéncia;

8 - Intersecao de Duas Superficies - ferramenta que possibilita a obtencao da intersecao

entre duas superficies;

¢ - Plano por Trés Pontos - ferramenta que possibilita a criagao de um plano fornecido

trés pontos nao colineares;

o,

“ - Cone - ferramenta que possibilita a criacdo de um cone uma vez fornecido o centro

da base, o topo do cone e o raio da base;
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0]

© - Fsfera dados Centro e Um de seus Pontos - ferramenta que possibilita a criagao
de uma esfera uma vez fornecido o centro da esfera e um ponto qualquer pertencente a

esfera;

Q.

“ - Esfera dados Centro e Raio - ferramenta que possibilita a criacgdo de uma esfera

uma vez fornecido o centro da esfera e seu raio.

CONSTRUINDO O MODELO GEOCENTRICO

1. Abra o Geogebra e clique na ferramenta Ponto e clique na origem do plano cartesiano,
com o botao direito clique sobre o ponto e selecione a opc¢ao renomear, digite Terra.
Dependendo o que se deseja ensinar podemos também trabalhar escrevendo cada
comando, nesse caso clique no campo de entrada e digite as coordenadas Terra =
(0,0).

2. Para criar a orbita da Lua utilize a ferramenta Circulo dados Centro e Raio, escolha
o tamanho do raio (para nosso modelo escolhemos o tamanho de uma unidade). Os
passos anteriores podem ser substituidos colocando no campo de entrada a equagao

da circunferéncia z? + 3% = 1.

Para mudar o tipo de tracado da circunferéncia use a ferramenta Mover e cli-
que sobre a circunferéncia, clique em Estilo das Linhas (localizada logo abaixo da
ferramenta Mover), escolhendo a segunda opgao e diminuindo a espessura da linha
para a espessura minima. Na ferramenta ao lado Cor e Transparéncia escolha a cor

cinza.

Figura 27: circunferéncia centrada na origem de raio 1
7 GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda

[&] AL el <l =] )

» Janela de Algebra X | v Janela de Visualizagio
Cénica -
® cxay=1
Panto
® Terra=(0,0)

Tena

Entrada

Fonte: Elaborado pelo autor
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3.

' GeoGebra

Utilizando a ferramenta Ponto, crie um ponto qualquer sobre a circunferéncia, reno-

meio de Lua.

Clique na opcao FEzibir sobre a barra de ferramentas, em seguida clique em Janela
de visualizacao 3D. Utilizando a ferramenta FEsfera dados Centro e Raio, clique no
ponto Terra e coloque 0.4 para a unidade do raio, clique com o botao direito sobre
a esfera e em seguida em Preferéncias, escolha a opcao Cor e escolha a cor azul
escuro, diminuindo a transparéncia até um nivel adequado. De modo analogo crie

a Lua, utilizando 0.2 como raio.

Figura 28: Exemplo do planeta Terra e da Lua gerados no Geogebra

X

Arquive Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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® cxey=1
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@ Luai(x-OTF+(y- 071+ .

L@ Tema:d+y+2=018

@ Terra=(0,0)

<

Ponto
® Lua=(07,071)

Lua

Terra 1.5

Entrada;

d.

Fonte: Elaborado pelo autor

Siga todos os passos anteriores para criar as 6rbitas e os demais planetas. Escolhendo
um espacamento adequado entre as érbitas e assim como os tamanhos de cada

planeta.

Sob a janela de visualizagao 3D, clique utilizando o botao direito do mouse e em
seguida selecione a opcao Janela de visualizacdao..., Bdsico, outros, cor de fundo,

selecione a cor preta.

Por fim, para animar o sistema solar, clique em Ezibir, Janela de Algebra, na janela
que se abrirda constara todas as cOnicas, esferas e pontos criados até o momento.
Clique com o botao direito sobre o ponto Lua e em seguida na opc¢ao Proprieda-
des, Bdsico, clique em Animar, volte a aba principal e clique em Algebra, na opcao
velocidade escolha um ntmero para colocar e lembre-se que para cada planeta da
sequéncia esse numero deve ir diminuindo, para o nosso modelo escolhemos o nu-
mero 5 e fomos diminuindo gradativamente, ja na opc¢ao Repetir selecione a opg¢ao

Crescente. Repita o mesmo processo para os demais astros.
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Figura 29: Modelo Geocéntrico do Sistema Solar construido no Geogebra

€ Modelo geocentrico.ggh -

Arquivo Editar Exibir Opgies Feramentas Janela Ajuda Entrar.
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» Janela de Visualizagio ><I

b Janela de Visualizagdo 3D

Entrada;

Fonte: Elaborado pelo autor

E possivel ocultar tudo que nao se deseja que aparega, como alguns objetos ou

seus nomes, basta clicar com o botao direito do mouse sobre o objeto que se deseja

ocultar e em seguida escolher a op¢ao Exibir Objeto caso se deseje ocultar um objeto

ou Fxibir Rotulo caso se deseje ocultar o nome do objeto. Ja para ocultar os eixos,

basta clicar com o botao direito do mouse sobre um espago vazio existente na janela

de visualizagao e em seguida clique na opgao Eixos.

Pronto nosso modelo geocéntrico simples do Sistema Solar esta finalizado.

CONSTRUINDO O MODELO GEOCENTRICO PTOLOMAICO

A construgao quando comparada ao modelo anterior somente difere na introdugao dos

epiciclos, os quais podem ser construidos da seguinte maneira:

1. Apés a criagdo da drbita do planeta Merctrio (o processo serd igual para os demais

planetas) crie uma reta coincidente com eixo x, utilizando a ferramenta Reta clique

sobe o ponto de origem do plano cartesiano e sobre um ponto pertencente a circun-

feréncia m (6rbita de Mercirio) e também pertencente ao eixo = (chamaremos a

reta de reta r).

2. Crie um segundo ponto (ponto M) pertencente a mesma circunferéncia mas em po-

sicao diferente do ponto criado anteriormente. Utilize a ferramenta Angulo, clicando

sobre o ponto de intersecao entre a reta r e a circunferéncia m, na origem do plano

cartesiano e no ponto M, obtém-se o angulo a.

3. Sobre o ponto M cria-se uma nova circunferéncia de raio inferior ao raio da circun-

feréncia m, crie um ponto qualquer pertencente a nova circunferéncia.
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4. Utilizando a ferramenta Angulo com Amplitude Fiza sobre o tltimo ponto criado e o
ponto M, aparecendo um campo de entrada a qual deve digitar-se o valor do angulo,
utilizaremos como parametro o angulo «, como exemplo colocamos 2«, obtendo-
se um novo ponto pertencente a ultima circunferéncia criada, o qual sua posicao
dependera do valor de . Esse ultimo ponto pode ser o centro do planeta Mercirio
ou se necessario pode ser o centro de um novo epiciclo para o desenvolvimento de

sistemas mais complexos.

5. Oculte todos os pontos, retas e angulos e anime a 6érbita de Mercirio animando o

ponto M.

Figura 30: Sistema de epiciclos

7 epiciclos.ggh

Arquivo Editar Exipir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborado pelo autor

6. Agora repita o mesmo processo para os demais planetas.

CONSTRUINDO O MODELO HELIOCENTRICO

Para a criacdo desse modelo, devemos ser criativos quanto ao uso das ferramentas

matematicas, uma vez que esse modelo possui algumas caracteristicas proprias.

1. Comecamos abrindo o programa e clicamos em FEzxibir, Janela de visualiza¢ao 3D,
embora iramos trabalhar na maior parte do tempo na janela 2D, a janela 3D auxi-

liard na visualizacao do modelo.

2. Clique na ferramenta Elipse, e para cria-la, precisamos determinar dois elementos,

as coordenadas dos focos e um ponto qualquer pertencente a elipse.

Fixe o primeiro ponto foco na origem, e o segundo foco em um ponto qualquer
pertencente ao eixo x, em seguida escolha um ponto qualquer pertencente a elipse

(dica: escolha um ponto em que se tenha a impressao visual de elipse e ndo de uma
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circunferéncia), e pronto temos nossa elipse principal, todas as demais 6rbitas serdo

baseadas nessa elipse.

3. Oculte o ponto utilizado para criar a elipse e renomeie o ponto sobre a origem de

Sol.

4. Crie um ponto qualquer sobre a elipse e renomeie de Mercurio (nao utilize o0 mesmo
ponto j& utilizado para criar a elipse), a criagado dos planetas e do Sol é anédlogo aos

modelos anteriores.

Figura 31: Construcao da elipse em 2D e sua projecao em 3D

€7 GeoGebra Classic 5 - x

Arquivo Editar Exibir OpcBes Femamentas Janela Ajuda Entrar.
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< >
Entrada

Fonte: Elaborado pelo autor

Nao utilizaremos a segunda lei de Kepler por completo, mas simularemos a veloci-
dade de translagao dos planetas conforme sua posicao, ou seja, mais lento quando
no Afélio e mais rapido no Periélio. Para tal tarefa necessitamos de um pouco de
criatividade, utilizaremos como parametro para a velocidade de translacao de cada

planeta distancia existente entre o planeta e o Sol.

5. Primeiramente, crie um seguimento ligando o Sol ao ponto criado (Merctrio) usando
a ferramenta Segmento, em seguida utilizando a ferramenta Distancia, Comprimento
ou Perimetro clicamos sobre o segmente previamente criado, obtendo seu compri-

mento.

No nosso caso o segmento criado fora denotado por f, clique com o botao direito
do mouse sobre o ponto pertencente a elipse (Merctrio), em seguida em propriedades.
No campo Bdsico é possivel animar o ponto assim como nos outros modelos, mas nao
ha necessidade de ser feito agora, clique em Algebra, e coloque no campo Velocidade
o parametro f, dessa forma o ponto ira se deslocar conforme o valor do comprimento

do segmento, contudo desejamos que quanto menor for o segmente mais rapido o

planeta deve se deslocar, dessa forma basta fazer o inverso —, onde k é uma constante
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qualquer, mas lembre-se da terceira lei de Kepler, ou seja, quanto mais distante o
planeta for, menor o valor de k devera ser, ji no campo Repetir, mantenha em

crescente assim como realizado nos modelos anteriores.

Figura 32: Visualizagao do modelo heliocéntrico que considera parcialmente a 2 lei de

Kepler
7 lelleiKepler.ggh
Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborado pelo autor
6. Repita o processo para as demais érbitas em seguida repita o processo utilizado para

10.

11.

a criacao dos demais planetas com excecao de Plutao.

Para a construcao da orbita de Plutao e sua lua, devemos criar um plano levemente

inclinado o qual servird de base para toda a construcao.

Primeiramente devemos construir um vetor levemente com uma pequena inclinacao

em relagdo ao eixo z, para isso basta colocar no campo de entrada o comando
1

v =(0,—=,3), o Geogebra criard um vetor ¥ com origem em (0;0;0) e este serd a

normal do plano que desejamos.

Para criar o plano basta colocar no campo de entrada o seguinte comando:
= +3 0
N z =
21/
Crie um segundo vetor paralelo ao primeiro utilizando a ferramenta Vetor a Partir

de um Ponto, clique no foco e no vetor ¢ previamente criado.

Crie um seguimento de reta utilizando a ferramenta Seguimento, e clicando sobre o

foco e sobre o ponto criado pelo 1ltimo vetor.

A seguir, utilize a ferramenta Intersecio de Dois Objetos e clique sobre o plano e
o seguimento criado, obtendo dessa forma um ponto que é a projecao ortogonal do

foco sobre esse nosso novo plano.
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Figura 33: Plano inclinado que contem a 6rbita de Plutao

€7 GeoGebra Classic 5 - x

Arquivo Editar Exibir OpcBes Femamentas Janela Ajuda Entrar.
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Fonte: Elaborado pelo autor

12. Crie um ponto qualquer sobre o segundo plano (mas o ponto deve ser exterior a
todas as outras elipses ja criadas), agora podemos criar a érbita de Plutdo, basta
utilizar a ferramenta FElipse, clicar sobre os seguintes pontos: Sol, projecao do foco

sobre o novo plano e tltimo ponto criado.

13. Oculte o ponto utilizado para criar a elipse e crie um ponto qualquer pertencente a
elipse, renomeie de ponto P, crie um novo vetor com a mesma direcao dos vetores

anteriores mas com origem em P e renomeie de vetor .

14. Utilizando a ferramenta Circulo (Centro - Raio + Diregao), clique sobre o ponto P
e sobre o vetor w, digitando o raio desejado (para nosso modelo escolhemos o valor
1).

15. Sobre a circunferéncia, crie um ponto qualquer e em seguida crie uma reta que
passe por este ponto e pelo centro da circunferéncia, use a ferramenta Intersecao de
Dois Objetos, clique sobre a reta criada e sobre a circunferéncia obtendo um ponto

diametralmente oposto ao primeiro. Oculte os vetores, a reta, o P.

16. Utilize o primeiro ponto criado como centro de Plutdao renomeando de Plutao e o
segundo ponto como centro da lua de Plutao. Para animar a utilize os mesmos

processos utilizados nos planetas dos modelos anteriores.

17. Para os anéis e campos de asteroides, basta utilizar circunferéncias e elipse de cores,

tracados e raios diferentes.



ANEXO A - DADOS DO BRASIL NO PISA 2015

A tabela 1 apresenta a descri¢do dos seis niveis de proficiéncia da escala de matematica
do PISA 2015, bem como o percentual de estudantes da Organizacao para a Cooperagao

e Desenvolvimento Econémico (OCDE) e do Brasil em cada nivel, com base na edi¢ao de

2012, uma vez que nao houve novos itens em 2015.

Tabela 1: Descricao e percentual de estudantes nos seis niveis de proficiéncia em matema-
tica — PISA 2015

Nivel

Percentual
de estu-
Escore Caracteristicas das tarefas
dantes
mi- .
no nivel
nimo
No nivel 6, os estudantes sdo capazes de conceituar, genera-
lizar e utilizar informagoes com base em suas investigacoes
669 OCDE: . ~
e na modelagem de situagdes-problema complexas e de usar
2,31% seu conhecimento em contextos relativamente nao padroniza-
Brasil: | 4o, Conseguem estabelecer ligacoes entre diferentes fontes
0,13% de informacdo e representacoes e transitar entre elas com

flexibilidade. Os estudantes situados nesse nivel utilizam
pensamento e raciocinio matematicos avancados. Sao capa-
zes de associar sua percepcao e sua compreensao junto com
um dominio de operagoes e relacbes matematicas simbdlicas
e formais para desenvolver novas abordagens e estratégias
e, assim, enfrentar novas situagdes. Conseguem refletir so-
bre suas agoes e formular e comunicar com precisdo suas
acoes e reflexdes relacionadas a constatacoes, interpretagoes

e argumentos, bem como adequé-las as situagdes originais.

58
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607

OCDE:
8,37%
Brasil:
0,77%

No nivel 5, os estudantes sdao capazes de desenvolver modelos
para situacoes complexas e trabalhar com eles, identificando
restrigoes e especificando hipoteses. Conseguem selecionar,
comparar e avaliar estratégias adequadas de resolucao de
problemas para lidar com problemas complexos relacionados
a esses modelos. Os estudantes situados nesse nivel conse-
guem trabalhar estrategicamente, utilizando habilidades de
pensamento e raciocinio abrangentes e bem desenvolvidas,
representagoes conectadas de maneira adequada, caracteri-
zacoes simbdlicas e formais, e percepc¢ao relativa a essas si-
tuagoes. Comecam a refletir sobre suas acoes e a formular e

comunicar suas interpretacoes e seu raciocinio.

545

OCDE:

18,60%
Brasil:
3,09%

No nivel 4, os estudantes conseguem trabalhar de maneira
eficaz com modelos explicitos em situagdes concretas com-
plexas, que podem envolver restri¢des ou exigir formulagao
de hipéteses. Sao capazes de selecionar e integrar diferentes
representacgoes, inclusive simbolicas, relacionando-as direta-
mente a aspectos de situagoes da vida real. Os estudantes si-
tuados nesse nivel conseguem utilizar suas habilidades pouco
variadas e raciocinar com alguma perspicicia, em contextos
diretos. Sao capazes de construir e comunicar explicagoes e
argumentos com base em suas interpretagoes, argumentos e

agoes.

482

OCDE:

24,81%
Brasil:
8,58%

No nivel 3, os estudantes sdo capazes de executar procedi-
mentos descritos com clareza, inclusive aqueles que exigem
decisbes sequenciais. Suas interpretagoes sao seguras o sufi-
ciente para servir de base para construir um modelo simples
ou para selecionar e aplicar estratégias simples de resolucao
de problemas. Os estudantes situados nesse nivel conseguem
interpretar e utilizar representacoes baseadas em diferentes
fontes de informacdo e de raciocinar diretamente com base
nelas. Demonstram capacidade de lidar com porcentagens,
fragbes e niimeros decimais e de trabalhar com relagées de
proporgdo. Suas solugdes indicam que estdo envolvidos em

interpretagoes e raciocinios basicos.
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No nivel 2, os estudantes sdo capazes de interpretar e re-

conhecer situacbes em contextos que nao exigem mais do

2 420 OCDE: que uma inferéncia direta. Conseguem extrair informacoes
22,55% relevantes de uma tnica fonte e utilizar um modo simples
Brasil: | ge representagdo. Os estudantes situados nesse nivel con-
17,18% seguem empregar algoritmos, férmulas, procedimentos ou
convengoes basicas para resolver problemas que envolvem
numeros inteiros. Sao capazes de fazer interpretagoes lite-
rais dos resultados.
No nivel 1, os estudantes sdo capazes de responder a questoes
definidas com clareza, que envolvem contextos conhecidos,
1 358 OCDE: nas quais todas as informagoes relevantes estdo presentes.
14,89% Conseguem identificar informacoes e executar procedimen-
Brasil: | {45 rotineiros de acordo com instrucoes diretas em situacoes
26,51% claras. Conseguem executar agoes 6bvias e de acompanhar
de forma imediata os estimulos dados.
A OCDE néo especifica as habilidades desenvolvidas.
OCDE:
Abaixo 8,47%
de 1 Brasil:
43,74%

Fonte: OCDE, INEP.
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