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RESUMO

Neste trabalho de dissertacdo iremos abordar definicdes e resultados basicos sobre PI-
dlgebras e estudar as imagens de polindmios multilineares sobre a dlgebra das matrizes.

Apresentaremos resultados de Herstein que concentra seus estudos nas estruturas dos anéis
de Jordan e Lie de anéis associativos. Também estudaremos alguns resultados de BreSar e
Vitas sobre a relacdo entre o espaco linear gerado pelos comutadores em A, e espago linear
gerado pela imagem de f em A. E estabelecemos alguns resultados do tipo Waring para

imagens de polindmios.

Palavras-chave: Imagens de polindmios, Conjectura de Lvov-Kaplansky, conjectura de Mesyan.
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ABSTRACT

In this dissertation work we will approach the basic results on PI-algebra and we will study
images of multilinear polynomials on matrix algebra. We present the results of Herstein
concerning the structures of the Jordan rings and Lie rings. We also study some results from
Bresar and Vitas to study the relationship between the linear span of commutators in A, and
the linear span of the image of f in A. We establish some Waring type results for images of

polynomials.

Keywords: Images of polynomials, Lvov-Kaplansky conjecture, Mesyan conjecture.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Seja K um corpo e K(Xi,..., X,,) a dlgebra livre em {Xi,..., X,,} sobre K. A imagem de

um polindmio ndo comutativo f € K(Xj,..., X),) na K-dlgebra A € o conjunto

fA) ={f(ar,....am)lai,....,am € A}.

Dizemos que f € um polindmio multilinear se for da forma

f(xl,...,xm) = Z /lgx(,(l) <o Xg(m) €Om Asr € K.

TgESH

A conjectura de L'vov-Kaplansky[ 1] afirma que a imagem de um polindmio multilinear na
4lgebra das matrizes M, (K) é um espago vetorial. E sabido que o espaco vetorial gerado pela
imagem de um polindmio em uma dlgebra A € um ideal de Lie de A. Em [13] Herstein provou
que os ideais de Lie de M, (K) s6 podem ser um dos quatro espagos vetoriais: {0}, o espago das
matrizes escalares K, o espaco das matrizes de trago zero sl,(K) ou a dlgebra inteira M, (K).

Portanto a conjectura se resume aos quatro subespagos citados.

Em [17], os matemdticos Alexei Kanel-Belov; Sergey Malev e Louis Rowen provaram a
conjectura acima para matrizes 2 X 2 (sobre um corpo K quadraticamente fechado). Em 2016,
0s mesmos trés autores estudaram o caso para matrizes 3 X 3 (novamente sobre um corpo K
quadraticamente fechado), e obtiveram, além de {0}, K, s/,(K) e M,(K), outros conjuntos
como candidatos, como, por exemplo, conjuntos densos em M3(K) (ver [18]). Contudo, nao

conseguiram apresentar algum polindmio cuja imagem fosse algum destes candidatos.

Mesmo sendo extensivamente estudada por varios matematicos, a conjectura estd atualmente

sem solugdo até mesmo para n = 3.
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Em 1936 Shoda demonstrou, que para corpos de caracteristica 0, toda matriz com traco zero
pode ser expressa como um comutador, ou, equivalentemente, que a imagem do polindmio
f(x,y) =xy—yx em M,(K) é igual a s/,(K) [26]. Posteriormente, no ano de 1957, os
matematicos Albert e Muckenhoupt, generalizaram este teorema para corpos quaisquer [3],

o que hoje conhecemos como Teorema de Shoda, Albert e Muckenhoupt.

Por outro lado, Mesyan generalizou, de certa forma, o teorema de Shoda, Albert and
Muckenhoupt [25], mostrando que todo polindmio multilinear diferente de zero de grau no

maximo 3, com coeficientes em K, contém as matrizes de traco zero.

Ele conjecturou ainda, o que pode ser visto como um enfraquecimento da conjectura de Lvov-
Kaplansky, a chamada conjectura de Mesyan. Ela afirma que sobre um corpo K, dados m > 1
e f(xy, - ,xn) € K{xi,...,X,) um polindbmio multilinear ndo nulo, temos que se n > m — 1,
entdo (f(M,(K)) contém s/, (K). Essa conjectura foi provada para m = 3 pelo préprio Mesyan
em [25]. Para m =4 uma solucdo foi dada em [10], entretanto, a demonstracdo deste resultado

continha um erro, que foi corrigido em [12].

Um andlogo da conjectura de Mesyan no caso de dimensao infinita, foi abordado em [28],
onde o autor demonstra que tal conjectura € verdadeira para dlgebra de matrizes finitdrias (ou

seja, matrizes infinitas com um ndmero finito de entradas nao nulas).

Em [29], o autor provou que se A € uma dlgebra tendo uma derivacdo interna sobrejetora,
entdo f(A) = A para todo polindmio multilinear diferente de zero. Como um exemplo de tal
algebra A é Endg (V), a dlgebra de endomorfismos de um espago vetorial V de dimensao infinita.
Esse resultado pode ser visto como a solu¢do de uma versdo de dimensao infinita da conjectura

de L’vov-Kaplansky.

Além do apresentado acima, diversas variacdes da conjectura de Lvov-Kaplansky foram
abordadas, considerando subdlgebras de M,,(K), ou mesmo algebras ndo-associativas. Para um
levantamento mais detalhado dos resultados a respeito da conjectura de L'vov-Kaplansky e suas

variagOes recomendamos a leitura de [19].

O problema cléssico de Waring, proposto por Edward Waring em 1770 e resolvido por
David Hilbert em 1909, pergunta se para todo inteiro positivo k existe um inteiro positivo g(k)
tal que todo inteiro positivo pode ser expresso como uma soma de g(k) k—ésimas poténcias de
k. Por exemplo, se k = 3, estamos tratando de cubos, e o problema de Waring seria encontrar
um inteiro positivo g(k), tal que todo nimero inteiro n pudesse ser representado pela soma de

no maximo g (k) cubos.

Virias extensdes e variagoes deste problema foram estudadas por diferentes grupos de
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matematicos. Um deles € o problema de Waring para grupos simples finitos, resolvido em 2011,
por Larsen, Shaleve e Tiep [22]. Eles provaram que dado um mondmio w = w(xy,...,x,;) # 1
e denotando por w(G), onde G € um grupo, a imagem de w, pela aplicacdo que mapeia de G™
para G induzida por w, que w(G)? = G para todo grupo simples finito nio abeliano G de ordem

suficientemente alta.

Portanto € natural buscar andlogos desses resultados para dlgebras simples de dimensao
finita, com polindmios ndo comutativos, ou seja, elementos de dlgebras livres desempenhando

o papel de palavras, que sdo os elementos de grupos livres.

Uma drea de pesquisa ainda ativa € o problema de matrizes de Waring, que pergunta sobre
o nimero de somatdrios necessarios para expressar uma dada matriz em M, (C), onde C é um
anel comutativo, como uma soma de k—ésimas poténcias de algumas matrizes em M, (C)(ver
[21], [23] ). Isto €, obviamente, uma extensdo do problema de Waring. Pode-se observar que
problemas do tipo Waring em poténcias k-ésimas foram estudados em varios anéis e dlgebras,

ndo apenas em M, (C) (como por exemplo em [24, 27]).

Nesta dissertacdo faremos um apanhado de diversos resultados sobre imagens de polindmios
em dlgebra. Em especial, o maior interesse serd estudar a relac@o entre o subespaco gerado pelo
polindmio comutador e por um polindmio nao comutativo f arbitrario (assumiremos que se a

algebra ndo tem unidade, o polindmio tem termo constante nulo).

No Capitulo 2, apresentaremos as defini¢des e resultados bésicos para estabelecer os princi-
pais resultados nesta dissertagdo. Os resultados destas dissertacao foram retiradas das referéncias
[OTe[l1].

O Capitulo 3, o principal da dissertacdo, € dividido em 5 se¢des. Inicialmente apresentamos
os resultados de Mesyan que motivaram sua conjectura (Ver [13]). Apds esta primeira etapa,
apresentaremos um resultado inédito que sugere que a conjectura pode ser enunciada para um
limitante melhor (Teorema 3.3) Observamos que a demonstragdo deste resultado foi obtido
pelo autor da dissertagdo, apesar de poder ser provada com outros métodos apresentados na

dissertacao.

Em um segundo momento, as duas se¢Oes seguinte serdao apresentadas os resultados de Vitas

[28], que provam que a conjectura de Mesyan € verdadeira para dlgebras de matrizes finitarias.

Dando continuidade, em [9] vemos que quando f € K(X) € um polindmio ndo constante e
ndo comutativo consideramos a questdo de quando spanf(A), subespacgo vetorial gerado pela
imagem de f em A, é igual a A. E posteriormente analisemos a relagdo entre [A, A], o espagco

vetorial gerado pelos comutadores em A, e spanf(A).
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J4 o capitulo 4 apresentamos resultados do tipo Waring. Mais especificamente, mostramos
que, sob suposicoes adequadas, todo elemento (ou pelo menos todo comutador) de uma dlgebra
A é uma soma/diferenca ou uma combinacio linear de um nimero fixo de elementos de f(A).
Dentre os resultados apresentados, destacamos, por exemplo, o Corolério 4.44, que afirma que
se f ndo € identidade polinomial nem polindmio central para M, (C), entdo toda matriz de tragco

zero é a soma de 4 matrizes de f(A) — f(A) (ver [9].



Capitulo 2

CONCEITOS PRELIMINARES

O objetivo principal desde capitulo € estabelecer algumas notagdes, defini¢des e resultados
béasicos que serdo utilizadas ao longo de toda a dissertagdo. No texto, K denotard um corpo e

quando nao mencionado, consideraremos todas os espagos vetoriais e dlgebras definidos sobre
K.

2.1 Anéis

Nesta sec¢do apresentaremos 0s primeiros passos necessdrios para construir uma teoria

geral da estrutura de anéis associativos. As principais referéncias sao os livros [8, 11]

Definicao 2.1. Um conjunto ndo vazio A equipado com duas operacdes bindrias +: AXA — A
(adicdo) e - : AX A — A (multiplicacdo) é chamado de anel, se (A,+) é um grupo abeliano e
valem as seguintes propriedades para todo a, b,c € A:
1. (a+b)-c=a-c+b-c
2. a-(b+c)=a-b+a-c.
Em geral, se ndo houver ambiguidade, denotaremos a - b simplesmente por ab, € quando as
operagdes estiverem claras pelo contexto, denotaremos (A, +, -) simplesmente por A.

Definicao 2.2. Um anel A serd dito:

1. Associativo: se (ab)c =a(bc), para quaisquer a,b,c € A;

2. Comutativo: se ab = ba, para quaisquer a,b € A;
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3. Unitario: (ou com unidade), se existir 14 € A tal que 14a =al 4 =a, paratodo a € A.

Definicao 2.3. Um anel (D,+,-) é chamado de dominio de integridade ou simplesmente por

dominio se satisfaz:

Vx,y e D—-{0}, tem-se que o produto x-y # 0

Além disso, um anel (D,+,-) € de divisdo se € unitario e satisfaz:
VxeD-{0}, 3 yeD talquex-y=y-x=1

Observacao 2.4. A menos que seja dito o contrdrio, estaremos supondo durante o texto que os

anéis sdo associativos e com unidade.
Defini¢ao 2.5. Um anel de divisdo comutativo e unitdrio é chamado de corpo.

Exemplo 2.6. Um conjunto que serd um dos objetos fundamentais de nosso estudo e vai ser
abordado outras vezes, é o conjunto das matrizes n X n denotada por M,,(K) em que K é um
corpo. Esse conjunto € um anel com as operacgdes usuais de adi¢do e multiplicacdo de matrizes.

Observamos que tal anel € associativo com unidade, porém ndo € comutativo paran > 1.

Definicao 2.7. Seja (A,+,) um anel. Um subconjunto ndo-vazio S C A, € chamado de subanel
de A, se S € um anel com as operagdes induzidas pelas operacdes de A. O Centro Z(A) de um

anel A € o subanel definido por Z(A) ={a € A; tal que ab =ba Vb € A}.
Observacao 2.8. Se A € um anel comutativo, entdo Z(A) = A.

Observacio 2.9. Uma matriz n X n € dita unitdria denotado por e;;, se € uma matrizes com
entrada (i, ) igual a 1 e zero nas demais entradas. O produto de tais matrizes é dado por:

€ij-€erl = 5jk <€l Onde

0, sej+k
Ojk = '
1, sej=k

Logo para o produto e¢;; - ey; € zero se j # k,ou € e;; se j =k.

Exemplo 2.10. Um fato conhecido é que dado n € N tem-se Z(M,(K)) = {al,; tal que @ € K }.

Onde I,, € a matriz identidade n X n.

De fato, tome X € {al,|a € K}, entdo X = al, para algum « € K. Note que para qualquer
AeM,(K)temosque X-A=aA=A-Xlogox e Z(M,(K)) e portanto {al,; tal que @ € K} C
Z(My(K)).
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Por outro lado, seja Y = (a;;) € Z(M,(K)), suponha primeiro que existe uma entrada nio
diagonal diferente de zero. Sem perda de generalidade seja a;; # 0 com i < j, seja e;; a matriz
unitdria, € ficil verificar que Ye; # e;;Y, isso porque na entrada (7, /) da matriz Ye;; temos o

elemento a;; # 0, mas na matriz e;;Y a entrada (i, j) € zero.
Logo deve ocorrer de a;; = 0 para todo i # j. Portando Y € uma matriz diagonal.

Resta mostrar que € multiplo da identidade. Suponhamos por absurdo que isso ndo seja

verdade, entdo existem em Y, y;; e y;; tais que y; # y;; logo

n n
Y-ejj= Zykkekkeij = Yiieij # Yjjeij Zykkekkeij =Y -ejj
k=1 k=1

Absurdo, ja que Y estd no centro de M,,(K), logo Y é miltiplo da identidade.

Observacao 2.11. Algumas élgebras possuem o centro trivial, isto €, centro cujo inico elemento

€ 0, como € o caso da dlgebra das matrizes com apenas a primeira linha nao nulo.

Definicao 2.12. Seja / um subconjunto ndo vaziode A, tal que dados x,y € I tem-se que x—y € I.
O subconjunto / € dito ser um ideal (bilateral) do anel A se ocorrerde Al C I e lA C I, em outras
palavras, se ai e ia € I para quaisquer a € A e i € I. Podemos definir ainda ideias unilaterais. No
caso de valer apenas IA C I, entdo I € dito ser um ideal a direita e respectivamente a esquerda

se ocorrer apenas de Al C 1.

Observacao 2.13. Quando o anel A € comutativo, as defini¢des de ideal bilateral e unilaterias

coincidem.

Exemplo 2.14.

1. {0} e A sdo subanéis e ideais triviais do anel A. Os ideais nao triviais de A sdo chamados

de ideais proprios de A.

2. Seja n > 0 um nimero inteiro. Temos que o subconjunto nZ = {zn|z € Z } é um ideal

bilateral do anel dos inteiros.
Definicao 2.15. Um anel A que sé possui ideais triviais € chamado de anel simples.

Observacao 2.16. Seja I um ideal a esquerda (respectivamente a direita) do anel A. Se I contém

um elemento inversivel, entdo I = A.

Exemplo 2.17.
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1. Se K é um corpo entdo K € um anel simples.

De fato, seja I um ideal ndo nulo de K, tome 0 # k € I. Como K € um corpo tem-se que

k=! € K. Mas I é um ideal, pela observacio anterior temos que I = K.

2. Seja A um anel, e x € A. O conjunto xA = {xa;a € A} € um ideal a direita de A, chamado

ideal gerado por a. Note que xA subanel de A.

De forma andloga definimos Ax = {ax;a € A}, que neste caso é um ideal a esquerda de A.

3. AaA = {somas finitas de elementos da forma a - a - a; onde a1,a; € A} é um ideal de A.

Definicao 2.18. Para qualquer subconjunto S de um anel A, dizemos que o ideal de A gerado
pelo conjunto S € o menor ideal que contém S. Em outras palavras, o ideal gerado por S € o
conjunto formado por todas as somas finitas de elementos da forma s,as,sa,asb com s € S e
a,beA.

Defini¢ao 2.19. Um ideal / do anel A € dito ser semiprimo se / # A e tivermos
aAaClcomaeA=acl.

Dizemos que o anel A € semiprimo se o ideal(0) é semiprimo.

Definicao 2.20. Um anel A chama-se anel primo se, para quaisquer a, b € A, tais que aAb =0,

temos a =0 ou b =0.

E ficil ver que todo anel primo é um anel semiprimo, basta tomar o caso particular b = a. Por
outro lado a reciproca é falsa. Considere o anel M =ZXZ = {(a,b)| a,b € Z}, note que este anel
¢ semiprimo, de fato, tome (ai,a;) um elemento qualquer de M, para qualquer (m,m;) € M

tem-se que
(ar,az)(my,mz)(ay,az) = (0,0) = aymia; =0,amza =0 = a;=0,a2=0
Por outro lado, este anel ndo é primo. De fato, note que (1,0)M(0,1) = (0,0), mas
claramente (1,0) e (0, 1) s@o nao nulos.

Proposicao 2.21. Um anel A é um anel primo, se e somente se, para todos ideais I e J de A tais

que 1J =0, implicaem [ =0 ou J =0.
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Demonstragao.

(=) Sejam I e J ideais de A tais que IJ =0. Como AJ C J, entdo IAJ C1J=0. Se I #0,
chame de x um elemento ndo nulode / e b € J. Como xAb =0, por defini¢cao temos que b =0,

ou seja, J =0.

(<) Sejama, b € A tais que aAb = 0. Logo tem-se que, o produto dos ideais AaA-AbA =0,
e por hipétese obtemos que algum deles € nulo. Suponha, sem perda de generalidade, que
AaA =0, isso implica que os ideiais Aa e aA satisfazem Aa-A = A-aA =0, novamente por
hipétese, tem-se que Aa = aA =0. Logo, Za é um ideal e (Za) A = 0 e consequentemente tem-se

que Za =0 o que implica que, a = 0. O

Observacao 2.22. Note que a Proposi¢do 2.21 também € vélido para os casos dos conjuntos /7, J
serem apenas ideias unilaterais. Além disso, através dessa proposicao € facil ver que todo anel

simples € um anel primo.

Proposicao 2.23. Se I é um ideal de um anel primo A, entdo I também é um anel primo

Demonstragdo. Seja a,b € A, tal que alb =0. Observe que para qualquer aj,a> € A, tem-se

que aqiay € I, paratodoi € I. Logo
aAlIAb =0—=— aAuAb=0Vuel.

Como A é um anel primo entdo a =0 ou uAb =0. Se ocorrer de a = 0 entdo ndo h4 mais nada
a mostrar. Caso ocorra de uAb = 0, entdo por definicao de anéis primos tem-se que u# =0 ou

b =0, tomando u # 0, tem-se que b = 0. Portanto / € um anel primo. O

Definicao 2.24. Dada uma matriz A € M, (K), dizemos que uma S € uma submatriz de A, se S é
uma matriz obtida de A eliminando alguma(s) das suas linhas e/ou colunas. Qualquer submatriz

quadrada cuja diagonal faca parte da diagonal de A é chamada submatriz principal.

Observacao 2.25. Se toda submatriz principal de A € M,,(K) € uma matriz mdltipla da identi-

dade, entdo A também € uma matriz multipla da identidade.

De fato, seja A = (a;;) € M,(K), e considere a a,_; a submatriz de A definida por

An-1n-1 An-1,n
an-1=

Apn—1 An.n

Como toda submatriz principal de A € M, (K) € uma matriz miltipla da identidade, entdo ocorre
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de a,—1.,-1 = aun. Por outro lado definindo

an-2n-2 Aap-2n-1 Aap-2n

an-2=| Ap-1n-2 An-1pn-1 Qan-1n
Ann-2 Apn—-1 Ap.n
Donde segue que a,-2 42 = Ap—1 -1 = ann. Indutivamente conclui-seque ay 1 =... = a1 4-1=

ann, portanto A € uma matriz multipla da identidade.

Definicao 2.26. Dada uma matriz A € M,(K), definimos seu rank (ou posto), como sendo o

namero de linhas ndo nulas em sua forma escalonada.

Observacao 2.27.

1. Qualquer matriz de quadrado igual a zero em M,(K), tem rank no maximo |n/2] =

max{m € Z;m < n/2}.

De fato, seja A € M, (K) uma matriz de quadrado igual a zero, e considere 7 a transforma-
¢ao linear representada pela matriz A. Se y € Im(T) entdo y = Ax para algum x € K", e
logo Ay = A(Ax) = A%x =0 e portanto Im(T) C ker(T). Consequentemente pelo teorema

do nucleo e imagem tem-se que

dim(K") = ker(A)+rank(A)
n > rank(A)+rank(A)
ln/2] > rank(A)

2. Duas matrizes de quadrado igual a zero t€m a mesma rank, se e somente, se forem

semelhantes.

De fato, suponha primeiro que duas matrizes A, B sdo semelhantes, isto €, existe matriz

invertivel M tal que A= MBM~!. Temos entio que

rank(B) > rank(MBM™") = rank(A).
De forma andloga, obtemos

rank(A) > rank(M~'AM) = rank(B).

Portanto rank(A) = rank(B).

Por outro lado, suponhamos agora que duas matrizes A e B de quadrado zero t€m o mesmo

rank. Devemos mostrar que A e B sdao semelhantes.
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De fato, note que o polindmio minimal de A e B deve ser ps(x) = x> ou pa(x) =x e
pp(x) =x% ou pp(x) = x respectivamente. Observe que o caso polindmio minimal for
pa(x) =x%e pp(x) = x, teriamos que rank(A) # rank(B), jaque B=0e A #0, o caso
em que pg(x) =x> e pa(x) =x é andlogo, logo os polindmios minimais devem ser os

mesmo.

O casoem que p4(x) =x e pp(x) =x € trivialmente verdadeiro. Logo o caso interessante
é quando p4(x) =x” e pp(x) =x2. Representando A em sua forma de Jordan temos que
ela possui k blocos de tamanho 2 e r de tamanho 1. J4 a matriz B apresenta / matrizes de

tamanho 2 e s matrizes de tamanho 1.

Note que n =2k +r =2l+s, como A e B tem o mesmo rank e matrizes nilpotentes tem
autovalores nulo, suas formas de Jordan tem apenas zero na diagonal principal. Segue

que k =[ o que implica que r = s.

Portanto A e B sdo semelhantes.

O conceito de modulo, pode ser entendido como uma generalizacdo de espago vetorial,
uma vez que nos espacos vetorias os escalares sdo elementos de um corpo, ja nos médulos os

escalares pertencem ha algum anel associativo. Mais precisamente:

Definicao 2.28. Um moédulo M sobre um anel unitdrio A (abreviadamente, um A-mdédulo) € um

grupo comutativo com operacao de adi¢do, em conjunto com uma lei de composicao externa

AXM - M

(a,m) — am,
Que satisfaz

1. Im=m, me M,
2. a(m+n)=am+an, a€ A, m,ne M;
3. (a+b)m=am+bm, a,b e A,m e M,

4. a(bm) = (ab)ym, a,be A, me M.

Dizemos que M é um A-mdédulo livre se possui uma base.

Observacao 2.29. De maneira semelhante a subespaco vetorial, dizemos que um subgrupo N

do grupo abeliano (M,+) € um submoédulo do A-médulo M, se paratodoa € A e n € N temos
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an € N. Com isso um médulo M sobre um anel A é chamado simples ou irredutivel se nio é o

modulo nulo e se seus tnicos submoédulos sobre A sdo 0 e M.

Exemplo 2.30.

1. Seja K um corpo. De acordo, com as observagdes anteriores, um K-mddulo coincide com

um K—-espaco vetorial.

2. Seja D um dominio de integridade, e M um D-mddulo. Tem-se que
T(M)={me M; talque 3d #0 € D com dm =0}

€ um submoédulo chamado de Tor¢ao de M.

Seja N um subconjunto de A, o anulador de N € definido como
Ann(N)={a € A; talquean=0, Vn e N}.
Observacao 2.31.

1. Se N € um A-médulo, entdo Ann(N) € um ideal a esquerda de A.

2. Se N; e N, s@o dois médulos isomorfos, entdo vale a igualdade Ann(Ny) = Ann(N3).

Iremos agora introduzir conceito de radical de um anel.

Definicao 2.32. O radical de Jacobson de um anel A, denotado por J(A), é o ideal que consiste

naqueles elementos em A que anulam todos os A-mdédulos simples. Isto é
J(A)={a € A; aM =0;onde M é um médulo simples}
Lema 2.33. Seja R um anel unitdrio, e y € R. Sdo equivalentes:
1. ye J(R);
2. y pertence a intersecgdo dos ideais maximais de R;

3. 1—xy tem um inverso a esquerda, para todo x € R.

Demonstragdo.

(1) = (2) Se m C R é um ideal a esquerda maximal, entdo M = R/m é um R-mddulo a esquerda

simples. Dai, yM =0, isto é, yR C m. Em particular, y € m.
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(2) = (3) Seja y um elemento que estd na intersec¢@o de todos os ideais maximais de R, e suponha
por absurdo que existe x € R tal que 1 —xy ndo possui um inverso a esquerda. Logo, o ideal
a esquerda R(1—xy) é diferente de R, portanto, estd contido em algum ideal maximal m.

Como y € m, segue que 1 =xy+ (1 —xy) € m, uma contradi¢ao.

(3) = (1) Seja M um R-médulo simples tal que, ym # 0, para algum m € M, isso implica que
R(ym) = M e portanto existe x € R tal que x(ym) = m. Consequentemente, tem-se
que (1 —xy)m =0, além disso, como (1 —xy) é inversivel a esquerda, segue que m =0
(absurdo).

Observe que J(R) = NAnn(M), onde esta interse¢ao passa por todos os R-médulos irredu-
tiveis M. Uma vez que Ann(M) sdo ideais bilaterais de R, vemos que J(R) é um ideal bilateral
de R.

Observacao 2.34. Seja R um anel, o radical de Jacobson J(R) € a intersecc¢do de seus ideais a

esquerda maximais.

Exemplo 2.35. Se K € um corpo e A = UT,(K) € o anel de todas as matrizes triangulares
superiores n X n com entradas em K, entdo J(A) consiste em todas as matrizes triangulares

superiores com zeros na diagonal principal.
Definicao 2.36. Um anel A € dito ser semisimples se J(R) = 0.

Exemplo 2.37. O radical de Jacobson de qualquer corpo, ¢ do anel Z, é {0}.

2.2 Produto Tensorial

Iniciamos esta sec¢ao com a definicdo de produtos tensoriais bem como alguns resultados

elementares.

Definicao 2.38. Sejam V e W dois espacos vetoriais com bases {v;, comi €/} e {w comjeJ},
respectivamente (/ e J sdo conjuntos de indices). O produto tensorial V ®; W de V por W € um

espaco vetorial com

com base {v;®w;l|i € I,j € J} . Onde vale

(Z a,-vi) ® (Z,B_/Wj) =Y > aiBiviow)),

i€l jeJ iel jeJ
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na qual a; e §; sdo escalares e as somas sao finitas.

Observacao 2.39.

1. Denotamos V ®; W quando queremos enfatizar sobre qual corpo estamos efetuando o
produto tensorial. Quando ndo existir dividas quanto isso, o produto tensorial de V por

W sobre K serd denotado simplesmente por V@ W.

2. O produto tensorial € inico a menos de isomorfismo.

3. E ficil ver que se V e W tem dimensio finita n e m respectivamente, a dimensao do produto

V&®W € o produto n - m.

Exemplo 2.40. Seja K[x],K][y] respectivamente os espagos vetoriais dos polindmios nas varia-

veis x e y sobre K, temos que K[x] ® K[y] ~ K[x, y]. De fato, considere a aplicagdo linear

¢ K[x]K[Y] — K][x,y]
(X' ®y") - x'y’
é um isomorfismo.

Proposicao 2.41. Seja (VX W;Q®) o produto tensorial de V e W, U um espaco vetorial e
¢ : VXW — U um aplicacdo bilinear. Entdo existe uma uinica aplicacdo linearn: VW — U

tal que o diagrama a seguir é comutativo.

U
N
®

Vew
Demonstragdo.

Seja {v;comi € I} e {w; com j € J}, as bases respectivamente de V e W, onde I e J sdo
conjuntos de indices. Sabemos que {(v;®w;);i € I, j € J} forma uma base para Vo W. A

funcdo linear 7 serd, portanto, o tnico mapa linear de V® W em U tal que

Paratodoi € I,j € J tem-se que n((v;®w;)) = d(vi,w;)

E estende-se linearmente definindo n((a ® b))+ (c®d)) =n(a®b) +n((c ®d)). Portanto,

o diagrama acima comuta. O
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Observacao 2.42. Essaresultado é conhecido como Propriedade Universal do produto tensorial.

Teorema 2.43. Sejam V,W,V|,W| quatro espagos vetoriais sobre K. Seja f :V — Ve g:
W — Wi aplicagoes lineares. Existe uma tinica aplicag¢do linear VW em Vi @ Wy, chamado

de produto tensorial de f e g e denotado por f ® g, de tal forma que
(feg)(x®y)=f(x)®g(y), para qualquerx € V,y e W.
Demonstracao. Chame
P VXWi— VieW
(x,y) = f(x)®g(y)

Note que ¢ € bilinear ja que f e g sdo lineares por hipdtese e a aplicagdo do produto tensorial
V1 ® W € bilinear. Pela propriedade universal existe uma aplicacdo linear tnican: VoW —

V1 X W tal que o diagrama a seguir comuta

VW —-v,ew,

\%
® I

Vew

Logo n(x®y) = ¢(x,y), para qualquer (x,y) € VX W. Portanto, usando a definicdo de ¢,
obtemos que n = f®g. O

Exemplo 2.44. Sejan,m e N, V=K"e W =K". Entdo V®W = K" € um produto tensorial
de V e W cujo aplicacdo bilinear ¢ € dado por
¢ VXW— K™

((xi);lzla (yj)?zl) = (XY ) 1<i<mii<j<m.

2.3 Algebras

Nesta seccdo introduzimos os conceitos de dlgebras, subdlgebra, homomorfismos de dlgebras
e dlgebras livres, além de algumas propriedades e exemplos relevantes, que terdo grandes

utilidades ao longo do texto.

Definicao 2.45. Uma dlgebra A sobre um corpo K é um espago vetorial sobre K, munido de
uma operagdo extra sobre os seus vetores x, chamada de multiplicacdo, tal que para qualquer

escalar a € K e quaisquer a; b;c € A, tem-se
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1. (a+b)*xc=axc+bxkc;
2. ax(b+c)=axb+axc;
3. (ea)*xb=ax(ab) =a(axb)

Observacao 2.46. Para simplificar a notacdo, vamos escrever ab, em vez de a x b, para todo
a;b € A. Além disso, dizemos que um subconjunto € uma base da dlgebra A se for uma base
de A como espaco vetorial. Analogamente a dimensado da dlgebra A serd a mesma dimensao do

espaco vetorial A.

Note que uma dlgebra além de ser um espaco vetorial, apresenta a estrutura de um anel.

Portanto alguns conceitos definidos no contexto de anéis tem andlogos no contexto de dlgebras.

Definicao 2.47. Dizemos que uma dlgebra A é:

1. associativa: se (ab)c = a(bc), para quaisquer a; b;c € A;
2. comutativa: se ab = ba, para quaisquer a; b € A;
3. unitdria: (ou com unidade) se o produto possui elemento neutro;

4. de Lie: se para quaisquer a, b,c € A valem

a’=aa=0 (anticomutatividade),

(ab)c+ (bc)a+ (ca)b =0 (identidade de Jacobi.)
Em todo o texto trabalharemos com dalgebras associativas. Consequentemente, o termo
algebra devera ser entendido como dlgebra associativa.

Exemplo 2.48. (Algebra das matrizes) Seja n € N, o espaco vetorial M, (K), munido da

multiplicacdo usual de matrizes, € uma dlgebra unitdria, cuja a unidade € a matriz identidade.

Definicao 2.49. Seja A uma dlgebra.

1. Um subconjunto B de A € dito ser uma subdlgebra, se com relacdo as operacdes de A,
também € uma dlgebra. Em outras palavras, B deve ser fechado com respeito a adic¢ao,

multiplicacdo e multiplicacdo por escalar de A.

2. Um subconjunto / € A € um ideal (bilateral) de A, se I é um subespaco vetorial de A, e

além disso, Al CTelA Cl,ouseja, seai €l eiac ] paraquaisquerac Aei€l.
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Definicao 2.50. Dizemos que um elemento a de um dlgebra A, é nilpotente se a™ =0 para algum
inteiro m. Um ideal € dito nil se cada elemento € nilpotente. Por dltimo, dizemos que um ideal

I € nilpotente se existe um nimero inteiro n, tal que a; -a---a, =0, para todo ay,--- ,a, € 1.

Exemplo 2.51. Uma matriz A estritamente triangular superior € nilpotente. Basta ver que o
polindmio caracteristico de A é da forma p (1) = 2", e pelo teorema de Cayley-Hamilton, temos
que p(A)=A"=0.

Exemplo 2.52. Sejam A uma dlgebra e X um subconjunto ndo nulo de A. Chame de By
o subespacgo vetorial de A gerado por {xix;---x; talque/ € N,x; € X}. Temos que By ¢é

multiplicativamente fechado. Portanto, By € uma subdlgebra de A.

Definicao 2.53. Uma subdlgebra de A gerada por um subconjunto X, denotada por Sx, € a
menor subdlgebra que contém X, isto €, Sx € a interseccdo de todas as subdlgebras de A que

contém X.

Observacao 2.54. Das propriedades de espaco vetorial sabemos que um subespaco vetorial
gerado por conjunto de vetores € o menor subespaco com tal propriedade. Logo pelo exemplo

2.52 é facil ver que By € uma subdlgebra de A gerada por um subconjunto X.

O proximo resultado nos permite obter uma estrutura de dlgebra a partir de um espago

vetorial.

Teorema 2.55. Sejam V um espaco vetorial e B uma base de V. Dada f: BXB — V uma

fungdo qualquer, existe uma tinica aplicagcdo bilinear F : VXV — A que estende f

Se V e W sdo K-dlgebras, entdo V ®x W também é uma dlgebra com multiplicacdo (v' ®
w)(V@w”) = (vv")® (w'w”), onde v',v’ € Vew’' ,w”’ € W. Segue do teorema acima que
para definir uma estrutura de dlgebra V® W, onde V e W sdo espacos vetoriais, basta definir
a operacao multiplicacdo nos elementos v; ® w;, onde v; estdo na base de V e w; pertencem a
base de W.

Se V e W sdo dlgebras associativas entdo V® W , é uma dlgebra associativa, pela proposi¢ao
anterior. Além disso, se A e B sdo algebras com unidade, a unidade da dlgebra A ® B sera

14®1p.

Definicao 2.56. Sejam A e B duas dlgebras. Dizemos que uma transformacao linear 7 : A — B
¢ um homomorfismo de dlgebras, se T'(xy) = T(x)T(y), para quaisquer x,y € A. Se Ae B

possuem unidade, exigimos que 7(1) = 1.
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Observacao 2.57. No caso de um homomorfismo f : A — B ser bijetivo, diremos que f é um

isomorfismo de dlgebras, neste caso A e B sdo dlgebras isomorfas e denotaremos A ~ B.

Sejap : A — Bumhomomorfismo. Denotamos o ntcleo de ¢ por N(¢) ={a € A;tal que ¢(a) =
0} e a imagem de ¢ por Im(p) = {p(a); onde a € A}. E de ficil verificacdo que N(¢) é um
ideal de A e a Im(p) é uma subdlgebra de B.

O ntcleo do homomorfismo ¢ : A — B, também pode ser denotado por ker ().

Agora podemos enunciar o Teorema dos Isomorfismos.

Teorema 2.58. (Teorema dos Isomorfismos) Seja f : A — B um homomorfismo de dlgebras.

Entdao a dlgebra quociente A/ N (f) é isomorfa a Im(f).

Exemplo 2.59. Sejam A uma dlgebra e / um ideal de A. A aplicacdo 7 : A — A/I, definida por

n(a) = a+ 1, € um homomorfismo de dlgebras, chamado de projecdo candnica.

Definiremos agora dlgebras livres em uma classe de dlgebras e construiremos a algebra livre

na classe das dlgebras associativas e com unidade.

Definicao 2.60. Seja V uma classe de dlgebras. Dizemos que uma dlgebra A € V € livre na
classe V livremente gerada por X, se existe conjunto X gerador de A e para cada algebra B € V

e cada fungdo /s : X — B existe um unico homomorfismo H : A — B estendendo h.

Observacao 2.61. Quando uma élgebra A € V € livre na classe V livremente gerada por X, o

diagrama abaixo comuta, isto é
X—B
\.\ Th
i I
A
ondei: X — A € a fun¢do inclusio.

Exemplo 2.62. Seja K[x,x2,---,x,] a dlgebra dos polindmios associativos e comutativos nas
variaveis x1,x2,...,X,. Temos que esta dlgebra € uma dlgebra livre na classe de todas as dlgebras

associativas e comutativas, liviemente gerada por {xy,...,Xx,}.

De fato, € facil ver que estd dlgebra é gerada pelo conjunto X = {xy,---,x,}. Seja B uma

algebras associativa, comutativa e unitdria e b; € B.

Para cada funcao

h:X—B

xi > b,
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Existe um dnico homomorfismo

H Kl[xy,...,x,] — B
f(x1,...,x5) > f(by,...,by)

que satisfaz H(x;) = b;.
Tentaremos construir um exemplo um pouco mais geral que se refere a uma algebra livre na

classe de todas as dlgebras associativas com unidade.

Seja X = {x1,x2,--- } um conjunto ndo vazio e enumerdvel, cujos elementos iremos chamar
de varidveis ndo comutativas. Definimos uma palavra em X de comprimento n como sendo
X1+ X2+ +-x;j. Quando um palavra tiver tamanho 0 chamamos simplesmente de 1. Alem disso,
duas palavras x = x;1 - Xj2 - Xj, € y = X1+ Xj; S0 iguais se, k = n e se todas as varidveis

correspondentes sdo iguais.

Seja K(X) o espago vetorial que tem como base o conjunto de todas as palavras em X. Os

elementos de K(X) sdo chamados de polindmios ndo comutativos, ou simplesmente polindmios.
Munindo este espaco com a multiplicacao
(X152 Xin) (X712 X jm) = Xj1 X2+ XinXj1X 2+ X jm
chamada de concatenagdo, este se torna torna-se uma algebra associativa unitdria.

Proposicao 2.63. A dlgebra K(X) é livre, livremente gerada por X na classe das dlgebras

associativas unitarias.

Demonstragdo. Seja B uma dlgebra associativa unitdria e seja

h:X+—B

Xi — bl'.
Entao definimos,
H:K(X)—> B

p()C],"',Xk)_)p(b],"',bn)

que é um homomorfismo e satisfaz H(x;) = b;.
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Existem varios tipos de polindmios que t€ém grande importincia para o estudos de identi-

dades de uma dlgebra, dentre elas destacamos os polindmios multihomogéneos e polindmios

multilineares.
Definicao 2.64.
1. Um mondémio m(xy,...,X,) tem grau k em x;, se a varidvel x; aparece exatamente k vezes
em m(xy,...,X,).
2. Um polinémio f(xy,...,x,) € K(X) é dito homogéneo em x;, se todos os seus mondmios

tém o0 mesmo grau em X;.

3. Seja m(xy,...,x,) um mondmio de K(X), definimos o multigrau de m como sendo a
n-upla (ay,...,a,), onde a; € o grau na variavel x;.
4. Um polindmio f(xy,...,x,) € K(X) é dito multihomogéneo de multigrau (ay,...,a,), se

f € homogéneo de grau a; em x;, para todo i.

z

5. Um polindmio f(xy,...,x,) € K(X) € dito ser multilinear, se é multihomogéneo de

multigrau (1,1,...,1).

Observacao 2.65. Quando o polindmio f(xy,...,x,) € K(X) é multilinear, f pode ser escrito
como:

Z AoXo(1)Xo(2) " " Xo(n) ONde a, € Ke S, denota o grupo simétrico.

ges,
Exemplo 2.66. O polindmio f(xj,x2,x3) = x%x% +x2x1x3x1 € homogéneo em x1, ja que 0s seus

dois mondmios apresentam grau 2 em x, mas nao ¢ multihomogéneo.

Definicao 2.67. Sejam A uma dlgebra, / um ideal (bilateral) de A. Sobre A definimos a relagao

de congruéncia (mod I), para qualquer a,b € A
a=b(modl) = a-bel

Observacio 2.68. E ficil ver que esta relacdo é de equivaléncia. Logo denotaremos por a+1 a

classe de equivaléncia de a € A e A/I o conjunto de todas as classes de equivaléncia.

Definicao 2.69. Consideremos no espaco vetorial quociente A/I com as operagdes de soma e
multiplicagdo por escalar usuais paratodoa,b e Aea € Kea(a+1) =aa+1,paratodoa,b € A
e @ € K. Podemos considerar a operacdo produto (a+1)(b+1) =ab+1 para a,b € A. Este
produto estd bem definido, pois ndo depende da escolha dos representantes das classes laterais,

e torna A/l uma élgebra, conhecida por dlgebra quociente de A por 1.
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Lema 2.70. Sejam V um espaco vetorial e U um subespaco de 'V . Sejam cy,cy,...,c, €V tais

n .
Za’ci cU
=0

para pelo menos n+ 1 escalares distintos A € K. Entdo, c; € U para todo i.

que

n
Demonstragdo. Sejam Ay, ..., A, € K distintos entre si tais que Z/l’l'ci eUparal €{0,...,n}.
i=0
Logo para cada [, tem-se que
n
> AE=0emV/U.
i=0
Note que as equacgdes acima podem ser representadas matricialmente como

1 2 A5 - a2\ [ <o

| PR PRI L I

1 3 45 - || e |=
1 a4, 2 ... 2 Cn 0

Desde que os escalares A; sdo distintos entre si, entdo a matriz de Vandermonde acima

possui determinante ndo nulo. Portanto, ¢; =0 em V /U e consequentemente prova o lema. O

As defini¢cdes de dlgebras simples e de dlgebras primas sdo totalmente andlogas as de anéis

simples e anéis primos respectivamente.

Definicao 2.71. Dizemos que A é um dlgebra central se o centro de A for K. Dizemos que A é

central simples se for central e simples.

Uma élgebra simples central, (ou simplesmente (ASC)) sobre um corpo K, € uma dlgebra

associativa de dimensao finita, que € simples, e para a qual o centro € exatamente K.

Proposicao 2.72. Seja K um corpo.

1. Se A e B sdo K-dlgebras centrais, entdo A ® B é uma dalgebra central.
2. Se A é simples central e B é uma dlgebra que é simples, entdo A ® B é simples.

3. Se A e B sdo dlgebras simples centrais, entdo A® B é simples central.

Demonstragdo.
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1. Suponha que z =} a; ® b; € A® B estd no centro de A® B, com a’s e b}s elementos da

bases de A e B respectivamente. Como z € C(A ® B) temos que
Zaa,@)bi =(a®l) (Zai@)bi) = (Za,@)bi) (a®l) = Za,a@b,-
entio aa; = a;a paracadai e cada a € A isso mostra que a; € C(A) =K, consequentemente

Z:ZI®aibi:1®Zaibi:1®b; com b € B.

Como 1 ® b comuta com cada 1 ® b’ € como B — 1 ® B é um isomorfismo, isso mostra

que b € Z(B) =K. Consequentemente z € K.

2. Seja I umideal bilateral ndo trivialem A® B. Sejax=a1®b; +...+a, ® b, um elemento
nao trivial de / onde, os b; sdo linearmente independentes sobre K. Suponha, além disso,
que n € minimo para qualquer elemento nao trivial de /. Claramente a; # 0 entdo Aa|A
¢ um ideal ndo trivial em A, logo Aa;A = A. Segue que se multiplicarmos u a esquerda
e a direita por elementos adequados de A ® 1 e adicionar elementos de /, podemos obter

um elemento de / da forma
u=19b1+...+a,®b,.
De fato, digamos que ajaja; = 1, com a1,a; € A temos que
u=axay— (ararar®br+...+aja,ar®b,)+(ar,®br+...a,b,).
Considere o elemento
(a®Du-u(a®l)=(aar—aa)®br+...+(aa,—aya) ®b,.

Como este também € um elemento de /, a minimalidade de n nos diz que ele € zero, entdao
aa; = a;a para cada i. Portanto, cada a; € Z(A) =K e como acima u = 1 ® b para um

algum O # b € B. Por outro lado, temos

I12(1®B)(1®b)(1®8B)=19BbB=1®B

ja que B € simples. Entao I 2 (A®1)(1® B) = A® B. Consequentemente / = A ® B.

3. Segue doitem 1 e 2.



2.3 Algebras 23

O

Proposicao 2.73. Se A é uma dlgebra simples, entdo Z(A) é um corpo e consequentemente A

¢ uma dlgebra central e simples sobre Z(A).

Demonstragdo. Basta mostrar que todo elemento ndo nulo de Z(A) possui um inverso. De fato,
como A tem unidade, entdo existe, x € Z(A) um elemento ndo nulo. Chame de / o ideal gerado
por x, como A € simples e [ # 0, segue que [ = A.

Portanto, existe y € A, tal que xy = 1. Como x € elemento do centro, entdo xy =yx=1¢

1

logo y =x~". Resta mostrar que y € Z(A). Para isso, note que para todo a € A, tem-se que

ya=ya(xy) = (yx)ay = ay. m

Note que qualquer adlgebra simples € uma algebra simples central sobre seu centro. O
proximo teorema extraido de [8, p. 184], relaciona uma algebra unitdria simples com a sua

respectiva dimensdo sobre o centro.

Lema 2.74. Uma Pl-dlgebra A unitaria e simples é uma dlgebra de dimensdo finita sobre seu

centro Z.

A suposi¢ao de que A € unitdrio € redundante. Isso porque uma PI-dlgebra simples tem um

centro diferente de zero (Ver [&, p. 186]), do qual se deduz facilmente que € unitéria.

Definicao 2.75. Seja A uma 4algebra. Para a,b € A definimos as aplica¢des E,, Dp : A — A,
chamado mapa de multiplicacdo a esquerda e mapa de multiplicacao 4 direita respectivamente,
definido por

E,(x)=ax e Dy(x)=xb.

Além disso, € interessante observar que E, e D, comutam entre Si.
Observacao 2.76. Note que o conjunto
M(A)={E,Dp +---+E,,Dp,| onde ay,b; € A;n € N}

¢ subdlgebra de End(A). Além disso, a dlgebra M (A) é chamada de algebra multiplicativa de
A.

Um fato curioso é que dado f € M(A), existem elementos a;, b; € A tais que

f(x)= Zaixbi x € A.
i=1
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Contudo esses elementos ndo sdo Unicos, f pode ser escrito como uma soma de outros
elementos da forma E,D;. O fato de que esses elementos podem ser expressos de maneiras
diferentes por meio de mapas de multiplicacdo a esquerda e a direita pode criar algum incoémodo.

O seguinte lema mostra que em algebras centrais simples esse problema € controldvel.

Lema 2.77. Seja A uma dlgebra simples central, e sejam a;,b; € A tais que .| E,,Dp, = 0.
Se al’.s sdo linearmente independentes, entdo cada b;s =0. Da mesma forma, se os b; sdo

linearmente independentes, entdo cada a; = 0.

Demonstragdo. As duas afirmagdes do lema sdo andlogas, entdo consideramos apenas o caso
em que os a;s sdo linearmente independentes. Suponha por absurdo que b, # 0. Como A €
simples, o ideal gerado por b, € igual a A. Ou seja, Z’;lzl w;b,z; =1 para algum w;,z; € A.

Portanto,

n

OziDZj Z(EaiDb,-) ij:iEai i(ijbjzj) :Zn:EaiDc,-a
=1 i=1 = i=1

i=1
onde ¢; = Z;."zl w;b;z;, entdo ¢, = 1. Isso implica claramente que n > 1. Podemos assumir que

n € o menor nimero natural para o qual o lema nao € vdlido. Como
n n n—1
0= Z(EaiDci) D,-D, Z(EaiDci) = ZEalici—cix-
i=1 i=1 i=1

Para cada x € A, segue-se que xc; — ¢;x = 0. Consequentemente, ¢; pertence ao centro de A.

Como A é€ central, segue que ¢; € K. Mas entdo

0=

n
Ea,-Dc,- = Ec1a1+--»+cnan’
i=1

com ¢, = 1. O que contradiz a independéncia linear dos a’s. Portanto b, = 0, como queriamos

demonstrar.

No préximo lema, suponha que dlgebra A tem dimensao finita n, logo a dimensado de End(A)

é n?.

Lema 2.78. Se A é uma dlgebra simples central de dimensdo finita, entdo M(A) = End(A).

Demonstragdo. Seja {uy,---,u,} uma base de A. Pelo lema anterior implica que E,, D, sdo
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linearmente independente, com i, j € {1,...,n}. De fato, podemos escrever

Z/lle Dy; como ZE Dy, onde b; = Z/lljuj
1,j=1 J=

Portanto dimensio M (A) > n” que é igual a dimensdo End(A). Obrigatoriamente temos
que M(A) =n? elogo M(A) = End(A). O

Veremos agora um coroldrio que reafirma o teorema de Wedderburn para dlgebras sobre
corpos algebricamente fechados, para os quais esses teoremas assumem formas extremamente
simples. O seguinte resultado foi provado em 1892 por T. Molien e sua demonstracdo pode ser

encontrada, em [8, p. 45].

Teorema 2.79. Seja A uma dlgebra semiprima de dimensado finita diferente de zero sobre um

corpo algebricamente fechado K. Entdo
A =M, (K)x---xM, (K)

para algum ny,--- ,n, € N. Mais que isso, se A é prima entdo r = 1

Vejamos agora, um teorema sobre dlgebras simples centrais de dimensao finita resultante

dos lemas anteriores.

Teorema 2.80. Seja A uma dlgebra central simples de dimensdo finita. Se K é o fecho algébrico
de K, entido AQK ~ M,(K), em que n = +/dim(A).

Demonstracdo. Sejalumideal de A ®K e um elemento ndo nulo u = au) +@ausr+- - +ageq € 1,
com a; € K e u; € A elementos da base de A. Sem perda de generalidade suponha que a; # 0.

Tome ¢ € End(A) tal que ¢(e;) =1¢e ¢(e;) =0i > 2. Pelo Lema 2.78 existe a;, b; € A tal que

o= Zr: EyDyp,.
=1

Portanto
-

d r
Za :ZaJ(Zae] ) Z¢(€J) ay=a €l
i=1

i=

Mas pela Observagdo 2.16, temos que [ = A, logo A é uma algebra simples e portanto é

prima. Pelo Teorema 2.79 tem-se que A =~ M, (K). Onde dimx (A) = dimgzA ®K =n?, e assim
segue a igualdade n = +/dim(A). O
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Seja A uma K-dlgebra. Entdo, o conjunto K X A torna-se uma K dlgebra, que denotamos

por A*, se definirmos adi¢cdo, multiplicacio escalar e produto da seguinte forma:

(4,x)+(n,y) = (A+1m,x+y)
n(4,x) = (nd,nx)

(4,x)(17,y) = (An,nx + Ay +xy)

Consideramos A como uma subdlgebra de A* por meio da incorporagdo x — (0,x). Observe

que A é na verdade um ideal de A*. Uma observacao crucial para nés é que A* € uma algebra

unitaria. Na verdade, (1,0) € a sua unidade.

Definicao 2.81. A dlgebra A* é chamada de unitizag¢do de A.

Esta construgcdo destina-se principalmente a dlgebras (e anéis) sem unidade. A ideia por
trds disso € poder reduzir alguns problemas de dlgebras gerais para dlgebras unitdrias; isso nem
sempre funciona. Em principio, pode-se construir A* mesmo quando A € unitdrio. Isso pode
parecer um pouco artificial a primeira vista, especialmente porque a unidade de A € diferente
da unidade de A* . No entanto, as constru¢des de novos anéis e dlgebras dos antigos as vezes se

revelam inesperadamente uteis, digamos, na busca de contraexemplos.

A unitiza¢do de A ndo preserva todas as propriedades de A. Por exemplo, a simplicidade
definitivamente ndo € preservada, pois A € um ideal de A* . Se A € um dlgebra unitdria prima
nao nula, entdo A* ndo é prima pois I = {(1,—1)|1 € K} é um ideal de A* tal que /A = Al =0.

O caso nao unitario € diferente.

Lema 2.82. Se A é uma dlgebra prima sem unidade, entdo A* também é prima.

Demonstragdo. Seja(A,a), (u,b) € A* quesatisfaz (1,a)A*(u,b) =0. Entdo (4,a)(1,0)(u,b) =

0, e consequentemente tem-se que, 4 =0 ou u =0.

Consideremos o caso em que A =0, pois o caso em que u = 0 pode ser tratado de forma
semelhante. Podemos supor que a # 0, de (0,a)(0,x)(u,b) =0 inferimos que uax+axb =0

para cada x € A.

Podemos agora também assumir que p # 0, pois caso contrario aAb =0 e portanto b =0,
como desejado. Definindo e = —u~'b, temos que ax = ax para todo x € A. Assim a(xy)e =

axy = (axe)y para todo x,y € A. Podemos reescrever isso como

ax(y—ye) =0=ax(y—-ey).
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Como A € primo, segue que y = ye e y = ey para todo y € A. Isso contradiz a suposi¢ao de que

A nao é unitéaria. a

2.4 Identidades Polinomiais

O principal objetivo desta seccao serd definir e estudar algumas propriedades das identidades

polinomiais sobre uma algebra A. As principais referéncia deste capitulo sdo os livros [11] e
[8].

Definicao 2.83. Sejam A uma dlgebra e f = f(xy,x2,...,x,) € K(X). Dizemos que f é uma
identidade polinomial de A (ou que A satisfaz f), se f(ay,...,a,) =0, paraquaisqueray,...,a, €

A. A dlgebra A € dita ser uma PI-4lgebra se satisfaz alguma identidade polinomial ndo nula.

Observacao 2.84. Como K(X) é uma algebra livre, é facil verificar que, f € K(X) é uma
identidade polinomial para A, se e somente se, f estiver no nucleo de todos os homomorfismos
K(X) — A.

Exemplo 2.85. Toda dlgebra comutativa é uma PI-dlgebra, ja que satisfaz o polindmio p(x1,x;) =

X1X2 —X2X1.

Exemplo 2.86. Toda dlgebra A de dimensao finita n satisfaz o polindmio standard

Sp+l = Z (=D Xe ()Xo 2) " Xor(n41)

0€Snt1

onde S, é o grupo das permutagdes dos nimeros naturais {1,---,n} e (—=1)7 é o sinal da

permutacao o.

De fato, note que como o polindmio em questdo € multilinear, basta verificar que o0 mesmo
se anula para elementos da base de A. Chame de B = {uy,us,---,u,} uma base de A, ao
substituirmos cada varidvel por um elemento da base, algum u; aparecerd pelo menos duas
vezes em cada mondmio. Sem perda de generalidade digamos que u; aparece duas vezes na
varidvel x; e x,;,, onde 1 < [,m < n+1. Entdo, para cada o € §,+; 0s mondmios associados as
permutacdes o e (/k)o fornecem o mesmo resultado mas com o sinal trocado, e portanto a

soma de tais parcelas se anulam.

Como nimero de permutacdes € sempre par ((n+1)! permutacdes) todos os mondomios
estdo sendo contados. Temos entdo que sy+1(ttx,, ..., Vx,,;) =0comu’s € B e portanto A satisfaz
Sn+1(X1,...,Xxn+1). Em particular, M, (K) satisfaz s,2,,. Entretanto, esta também satisfaz uma

identidade standard de grau menor, como vemos no proéximo exemplo.
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Exemplo 2.87. A dlgebra M, (K) das matrizes de ordem n satisfaz a identidade standard de grau
2n. Este resultado € conhecido como teorema de Amitsur-Levitzki. Além disso, M,(K) nao
satisfaz qualquer identidade polinomial de grau inferior a 2n e qualquer identidade polinomial

de grau 2n de M,(K) é um multiplo escalar de S;,,.

Se A € uma algebra associativa e a, b sao elementos desta dlgebra, definimos o comutador
de a, b por
[a,b] =ab-ba.

E o produto de Jordan de a e b como

aob=ab+ba.

J4 o comutador de comprimento n > 3 como sendo

[ala"-aan—lvaﬂ] = [[al’---,an—l],an]

Se X e Y sao subespacgos de uma dlgebra A, escrevemos [ X, Y| para a espaco vetorial gerado
por todos os comutadores da forma [x,y] onde x € X e y € Y. UM subespaco vetorial L de A é

chamado de ideal de Lie de A se [L,A] C L.

Exemplo 2.88. O espaco das matrizes sem traco, denotado por s/, (K) é igual a [ M,,(K), M,,(K)].

De fato, observe que o conjunto das matrizes unitarias

{e;jtalquei,j=1,...,n,i ij}U{ei,i—em,m talquei=1,...,n—1}

€ uma base de s/,(K). Ja que e;; = [e;,e; ;] parai# j , e por outro lado, €;; — ei41,+1 =
[eii+1,€i+1.i], segue que s1,(K) € [M,(K),M,(K)]. A inclusdo contrdria segue do fato que o
traco do comutador de duas matrizes € igual a zero. Portanto, a igualdade nos garante que toda

matriz de tragco zero pode ser escrita como combinacao linear de comutadores.

Se V é um espago vetorial e W € um subconjunto de V , entdo span(W) denotard o subespaco

de V gerado por W.

No préximo teorema provaremos que o subespaco gerado pela imagem de um polindmio €

um ideal de Lie.

Teorema 2.89. Sejam K um corpo infinito, A uma dlgebra sobre K, L, ..., L,, ideais de Lie de
Ae f(xi1,...,x,) € K(X). Entdao, span(f(Ly,...,Ly)) é um ideal de Lie de A.
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Demonstragdo. Escreva f = fo+ fi1+...+ fr, em que f; é a componente homogénea de grau i

de f na varidvel x;. Logo,

k
fQlay,ay,...,ay) = Z/l‘fl-(al,...,am)
i=0

quaisquer que sejam A€ Kea; € L;,j € {l,...,m}.

Pelo Lema 2.70, cada fi(ai,...,an) € span(f(Ly,...,Ly,)). Portanto, podemos supor que

f € multihomogéneo de multigrau (k1,...,k;). Segue que existe & € K(X) multilinear tal que

f=h(xX1,.. X1 s Xy ey Xim)

em que cada x; ocorre k; vezes.

k
Observamos também que f(ai +A4a/,az,...,a,) serd uma soma da forma Z/lici em que
i=0
aj,ay € Ly, az € Ly,...,a, € Ly,. Em particular,
ci=h(ay,ar,....a1,....a;m,...,am)
cth(a,...,a,dl, . am,. . an)
Novamente pelo Lema 2.70 temos que c¢; € span(f(L1,...,Luy)).
Para qualquer elemento b € A, temos
[f(ai,...,am),b)] =h([a1,b],ai,...,a1,....am,...,an)
+---+h(ay,...,ai,[a,b],....am,....an)
+---+h(ay,...,ar,...,lan,bl,am ...,an)
+---+h(ay,...,ar,am,...,am, [am,b]).
Portanto, a soma das k| primeiras parcelas da equacao anterior pertence a span(f(Ly,...,Ly)).
O ¢y produzido por f(ay,az+4aj,as,...,ay,) nos garante que a soma das proximas k; parcelas
da equagdo anterior também pertence a span(f(Ly,...,L,)). Continuando com esse processo,

obtemos [ f(ay,...,an),b)] € span(f(Ly,...,Ly)).
O

Definicao 2.90. Sejam A uma dlgebrae f(xy,...,x,;) € K(X). Dizemos que f € um polindmio
central para A, se f tem termo constante nulo e f(z1,...,2,) € Z(A) para quaisquer z1,---,2, €
A.

Observacao 2.91. Dizer que f € um polindmio central para A significa dizer que [ f,g] € uma
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identidade para A para todo g € K(X)

Exemplo 2.92. O polinémio f(x1,x2) = [x1,x2]? é central para M- (K).

De fato, tem-se que o polindmio caracteristico de uma matriz M é dado por p(1) = A% —

tr(M)A+det(M) e entdo pelo teorema de Cayley-Hamilton temos que
p([x1,x2]) = [x1,x2]* +det([x1,x2])1d = 0

ja que tr([x1,x2]) =0, logo
[xl,xg]2 = —det([x1,x2])1d,

que é um multiplo da matriz identidade e, portanto, um elemento do centro de M, (K).

Corolario 2.93. A dlgebra M, (K) ndo possui polindmios centrais de grau inferior a 2n.

Demonstragdo. Suponha que f(xi,...,x,;) seja um polindmio central multilinear para M, (K).
Entdo pela observagdo anterior, o comutador g = [ f(x1,...,Xn),Xn+1] € uma identidade poli-
nomial para M,,(K). Como consequéncia do teorema de Amitsur-Levitszky, m+1 > 2n, o que
significa que m > 2n—1. Se m =2n—1, entdo g é uma identidade polinomial de grau 2n, e
deve ser um multiplo escalar de S5,, mas escrevendo g como uma soma de mondmios diferentes
de zero nos dao no maximo 2(2n — 1)! somas, enquanto em S, temos (2n)! somas. Uma

contradi¢cdo. Logo, m > 2n. m]

A seguir abordaremos algumas propriedades sobre imagens de polindmios multilineares
sobre as matrizes, que serdo uteis quando tratarmos sobre as conjecturas de Lvov-Kaplansky e

a conjectura de Mesyan.

Proposicao 2.94. Seja A uma dlgebra e

fx,.x,) = Z Ao Xa(1) " Xo(m)

oeS,

um polinomio multilinear. Sejam também ay,...,a, € A. Entdo
1. f(A) é fechado por multiplicacdo por escalar A, isto é, para qualquer a € K temos
af(ay,...,an) = f(aay,...,an);

2. f(A) é fechado para conjugacées por elementos invertiveis, ou seja, para qualquer b € A

invertivel, tem-se que b f(ay,... am)b ! = f(balb_l, bayb™)

3. Se Y yes,, @0 # 0 entdo f(A) = A.
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Demonstragdo. A demonstracao dos itens 1 e 2 sdo triviais. Para provar item 3, basta observar
que dado X € A temos que

-1

X = Z ar| FX,1,1,...,1) € f(A)
oes,
O
Se f(x1,...,xm) € K{(x1,...,x,) € multilinear, entdo, para cada [ € {1,...,m}, a deri-

vada parcial formal de f em relacdo a varidvel x; (que é um polindmio multilinear) sera
f(xt,o.ox-1, 1, X741, ..., Xp). Observamos que se A é uma K-dlgebra com unidade, entdo a

imagem de cada derivada parcial de f sobre A estd contidaem f(A).

O seguinte coroldrio descreve as imagens de polindmios multilineares de grau 2 sobre a

algebra das matrizes.

Corolario 2.95. Seja K um corpo qualquer e f(x1,x3) € K(X) um polinémio multilinear. Entdo,
f(My(K)) €0, s1,(K) ou M,(K).

Demonstragdo. Seja f(x1,x2) = axyxp + Bxox; € K(X). Se a+ B # 0, entdo pela Proposicao
2.94 parte 3, temos que f(M,(K)) = M,(K).

Caso contrario, se @+ =0, entdo podemos ter ¢ = =0 e, trivialmente tem-se que
f(M,(K)) =0, ou ainda que @ = —f8 # 0, o que nos fornece f(x1,x2) = @[x1,x2], pelo Teorema
de Shoda, Albert and Muckenhoupt, (M, (K)) = sl,(K). O

Definicao 2.96. Um ideal / de K(X) é um T-ideal se € invariante por todos os endomorfismos

de K(X), ou seja, f(g1,...,&n) € I para quaisquer f(xy,...,x,) €legi,...,g, € K(X).

Se S é um Pl-dlgebra sobre K, as identidades de S constituem um T-ideal diferente de zero
em K(X), chamamos este ideal de ideal de identidades de S, e denotamos por 7(S). Sera dito

ainda que as dlgebras A e B sao Pl-equivalentes se T(A) =T (B).

A seguir, considere Q um T-ideal de K(X).

Proposicao 2.97. Seja f(xy,...,x,) € Q, tal que

f(x1,..0,x,) = Zfi(xl,...,xn)
i=0

onde cada f; é um componente homogéneo de x| e i é o seu grau. Temos entdo que f; € Q para

todo i.
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Demonstragdo. SejaV = (f)T o T-ideal de K(X) gerado por f. N6s escolhemos n+ 1 elementos

diferentes «y,...,a, de K. Como V é um T-ideal,
n
flajxi,xa, ..., xp,) = Zaf}fi(xl,xz, e Xm) €V, j=0,1...n.
i=0

Pelo Lema 2.70, obtemos que cada f;(xy,...,x,) também pertence a V

A seguir demonstraremos um resultado que associa cada conjunto de identidades a um

T-ideal.

Proposicao 2.98. O conjunto T (A) das identidades de uma dlgebra A é um T-ideal de K(X).

Reciprocamente, se I é um T-ideal de K(X), entdo existe alguma dlgebra A tal que T(B) = 1.

Demonstragdo. Mostraremos primeiro que 7(A) € um T-ideal. Seja ¢ um endomorfismo de
K(X) e f um elemento de T (A), devemos mostrar que f ¢ invariante por esse endomorfismo.
De fato, tome Q : K(X) — A um homomorfismo qualquer. Note que Q(#(f)) = (o ¢)(f) mas
(Qo¢) € um homomorfismo de dlgebrase f € T(A) logo ¢(f) € N(Q) e portanto ¢(f) € T(A).

Por outro lado, seja I um T-ideal de K(X), consideremos a dlgebra quociente B =K(X)/I e
a projecdo canodnica 7 : K(X) — B. Se f € T(B), entdo f € ker(m). Como ker(r) = I, temos

que f € I e consequentemente 7(B) C 1.

Para mostrar a inclus@o contraria, tome f(xy,---,x,) €l e g1, --,g, € K(X), segue que
f(g1,---,gn) €ledal f(g1+1,---,g,+1)=f(g1,---,8n)+1=0+1. Assim, I C T(B) e disso
segue o resultado. m|

E ficil ver que a intersec¢do de uma familia qualquer de T-ideais é um T-ideal. Logo a

defini¢do abaixo faz sentido.

Definicfio 2.99. Seja S um subconjunto de K(X). O T-ideal gerado por S, denotado por (S)7 ,
é a intersecdo de todos os T-ideais de K(X) que contém S. Dessa forma, (S)” é o menor T-ideal

contendo S.

Proposicao 2.100. Se S C K(X) e (S)T é o T-ideal gerado por S, entdo {(S)T é exatamente o
subespaco de K(X) gerado por

M ={gof (g1, " ,8n)&n+1 tal que f €S; go, - ,8ns1 € K(X)}
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Demonstracdo. Chame de V; o subespago de K(X) gerado por M. Para mostrar que (S)” C V,
mostraremos que V| € um T-ideal. De fato, tome g € M e ¢ € End(K(X)), temos que ¢(g) €
M, logo V| é um T-ideal que contém S, mas por definicio (S)’ é o menor T-ideal com tal

propriedade. m|

E f4cil ver que o produto de identidades polinomiais continua sendo uma identidade polino-
mial para uma dlgebra A. O objetivo agora € mostrar que sobre a dlgebra das matrizes, o inverso

¢ verdade pelo menos em uma das parcelas.

Definicao 2.101. Seja f uma identidade polinomial de uma dlgebra A, dizemos que f € estavel

(para A) se f € uma identidade de C ® A para cada dlgebra comutativa C.

Lema 2.102. Seja f = f(x1,---,x,) uma identidade de uma dlgebra A. Se f é uma identidade

de K[wi, -+ ,w,| ® A para cada n € N, entdo f é estdvel para A.

Demonstragdo. Seja C uma dlgebra unitdria comutativa. Como cada dlgebra comutativa € uma
subdlgebra de uma dlgebra unitaria comutativa (pela unitizag¢do), € suficiente mostrar que f é

uma identidade de C ® A. Chame

mi
E:ZCiJ'@XU eC®Aondei=1,---,n

j=1
E seja
m;
fl’ :Zw[j ®X,’j € F[Q] ®A, onde Q= {w,-j| = 1,...,n;j = 1, ,ml-}.
j=1
Por hipétese temos que f(X7,---,x,;) =0. Portanto, se ¢ é o homomorfismo de F[€] para C,
que leva Wij para Cij, entao f(x_la o ’x_l’l) = (()0®ld)(f(fl’ o ’fl’l)) =0 d

O préximoz teorema assim como o lema anterior foi extraido de [8, p. 150].

Teorema 2.103. Seja K um corpo infinito. Entdo, cada identidade polinomial de uma K-dlgebra

A é estavel.

Demonstragdo. Seja f = f(xy,...,x,) uma identidade de A. Escolha s € N e tome elementos

arbitrarios

Xi= Zpij@’xij eKlw,...,w5]®A, i=1,....n. 2D
J



2.4 Identidades Polinomiais 34

Pelo lema anterior € suficiente mostrar que f(x7,...,X;) =0. Suponha que isso ndo seja verdade.
Note primeiro que todo elemento 0 # x € U ® V pode ser escrito como x = Zflzl u; ® v; onde
ui,...,uqg sao vetores linearmente independentes em U e vy,...,v, sdo vetores linearmente

independentes em V. Sabendo disso, podemos escrever
(X, %) = qu ®ay, onde g1 #0e a)s sdo Li.
k

Ja que K € infinito, pelo Teorema 2.111, existem A1, ...,4; € Ktal que g1 (41,...,45) # 0. Vamos
definir @;; := p;;(A1,...,45) € B == qk(A1,...,4;); assim, B1 # 0. Substituindo w; por A; na

equacdo 2.1 obtemos

f(ZaleZ)xlj,...’Zanj@xnj) :Zﬁk@)ak,
J J k

Como «;;, B € F temos que para todo i
Za/ij ®Xjj = 1® (Z cxl-jxij) e Zﬁk Rar,=1® (Zﬁkak) .
J J k k
A identidade acima pode ser reescrita como
1®f(2a1jx1,-,--- aZa’njxnj) =1® (Zﬁka’k)~
J J J

O que é uma contradi¢@o. A saber, o lado esquerdo € 0, uma vez que f é umaidentidade de A,

’

enquanto o lado direito nao € 0, uma vez que 81 #0eos a i

s sdo linearmente independentes. O

Observacao 2.104. O ideal T (M, (K)) é evidentemente também o ideal de identidades do anel
das matrizes M, (R) de ordem n sobre qualquer anel comutativo R que possui unidade. Agora,
se A é qualquer dlgebra simples e central de ordem n” sobre seu centro F, pode-se encontrar
uma extensdo F de F tal que A® F = M, (F). Em vista desses fatos, o lema anterior implica
que o ideal de identidades de qualquer dlgebra simples central A de ordem n? sobre seu centro

também esta em T (M, (K)).

Proposicao 2.105. A iinica dlgebra de divisdo e com dimensdo finita sobre um corpo algebri-

camente fechado K é o proprio K.

Demonstragdo. Seja D uma dlgebra de dimensao finita sobre K e de dimensdo finita. Dado
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a € D, temos que as poténcias de a sdo linearmente dependentes sobre K, seja
fla)=a"+c1a" ' +--+¢c, =0 (¢c; €K)

o polindmio de menor grau que se anula em a. Como K ¢ algebricamente fechado, f(x) tem
uma raiz A € K, e consequentemente f(x) escreve-se como f(x) = (x—A1)g(x), onde g é um

polindmio de grau n—1.

Temos que f(a) =(a—A1)g(a), e pelaminimalidade de n, tem-se que g(a) #0,logoa—1=0,

o que implica que a € K e portanto D = K. O

Definicao 2.106. Chamamos um corpo H de corpo de decomposicao de uma élgebra simples

central A, se A ®H for isomorfo a um anel de matriz sobre o corpo H.

Exemplo 2.107. Cada élgebra simples central A de dimensao finita tem um corpo de decompo-
sicao.
De fato, chame K o fecho algébrico de K e A uma dlgebra simples central sobre o corpo K.

Temos que A ® K é uma 4lgebra simples e central sobre K. O teorema de Wedderburn afirma

que existe uma K-dlgebra de divisdo D de dimensdo finita tal que A®K = M, (D).

Uma vez que K é algebricamente fechado, ndo hd alguma dlgebra de divisdo de dimensio
finita (Proposicdo 2.105), logo deve ocorrer de D = K. Portanto o fecho algébrico de K é um

corpo de decomposicdo de A.

O préximo teorema ja mencionado anteriormente, € um clédssico, conhecido como teorema
de Amitsur, ele afirma que o produto de dois polindmios € uma identidade da dlgebras das

matrizes apenas quando um deles € uma identidade. Sua demonstracio pode ser encontrada em

[4].

Teorema 2.108. Seja M, (K) o anel de todas as matrizes quadradas de ordem n sobre K. Se
M, (K) satisfaz a identidade f(x)g(x) =0 com x = (x1,...,Xy), entdo ou f(x)=0o0u g(x) =0

é uma identidade polinomial.

Neste momento faremos um breve estudo das matrizes genéricas, € enunciaremos alguns

resultados importantes sobre elas.

Definicao 2.109. Sejam n > 2 um inteiro, K um corpo infinito e K[yf,ql p,qge{l,2,---,n},l eN]

uma dlgebra de polindmios com varidveis comutativos. Chamamos de matrizes genéricas
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elementares as matrizes

i i

Y1 Yin
i i

3 = Y21 Yon
l_ . .
i i

_ynl Ynn

A subdlgebra GM,,(K) de MH(K[ny ¢)) gerada por tais matrizes ¢ chamada de dlgebra das

matrizes genéricas.

Exemplo 2.110. Denotamos A,, a subdlgebra de GM,,(K) gerada pelas primeiras m matrizes
genéricas yi,...,V,. Tomando n =m =2 e chamando y},q = apq assim como yl.2j = b;; temos
que A, é gerada pelas matrizes

ap; an by1 b

az an by by

Teorema 2.111. Seja K um corpo infinito e k um subconjunto infinito de K, seja n € N e
f € K[x1,x2,-,x,], 0 anel de polinémios em n indeterminados sobre k. Entdo f =0, se e

somente se, f(ci,ca,-+,cy) =0 para todos os ¢ = (cy,¢2,-++ ,¢,) € K™
Demonstragdo. Faremos a prova por indugdo. Para n = 1, sabemos que qualquer polindmio em
uma varidvel tem no maximo m raizes, onde m denota o grau do polindmio diferente de zero.

Entdo suponha que o resultado € vélido para polindmios f € K[xy,x2,:--,Xx,-1], objetivo é

mostrar que € vilido também até n.

Seja
n
F=) filr %)X, onde fi € Klxi,x0,-+ ,%,m1]

i=0
Agora escolha ¢y, ¢, -+ ,c4—1 € k. Entdo f(cy, -+ ,cy-1,X,) € um polindmio em uma variavel
que se anula para todos os ¢, € k, implicando que f;(cy,---,cp,) =0 para todos os i. Isso é
verdadeiro para todos (ci,¢2, - ,Cp—1) € k"1, Assim, por hipétese, todos f; =0, ou seja, f =0.
A afirmacao inversa é verdadeira trivialmente. O

No préximo teorema iremos provar que a algebra das matrizes genéricas € isomorfa a K(X)
quociente T'(M,,(K))

Teorema 2.112. Se K é um corpo infinito, entdo

GM,(K) =~ K(X)/ T(M;,(K))
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Demonstragdo. Considere o homomorfismo sobrejetor

¢ K(X) = GM,(K)

Xi =Y

Pelo teorema do isomorfismo basta mostrar que ker(¢) = T(M,(K)). De fato, tome f €
ker(¢),entdo f(vi,...,yn) =¢(f)=0. Chamede A; = (afyq) e M,(K)comie€l,...,mmatrizes

quaisquer.

Note que K[yfnq] € livre na classe das dlgebras associativas comutativas (Exemplo 2.62),

logo existe um homomorfismo

l
H:K[y\] -k

l

I
Ypg 7 pq

E podemos induzir, através deste, outro homomorfismo

v :GM,(K) — M,(K)

yi— A

Comie{l,...,m}ey(y) =0paral >m. Segue que

(AL An) =Y (F (1 ym)) =0

Logo ker(¢) € T(M,(K);

Por outro lado, seja g(x,...,x,) € T(M,(K)). Entdao para quaisquer matrizes A;, temos que
0=g(A1,...,An) = (g(y1,...,ym)). Observe que ¥ (g(y1,...,ym)) é uma matriz, onde cada
entrada da matriz € um polindmio comutativo com variaveis ny 4> que se anulam em K, mas pelo
Teorema 2.111,isso implica que g(xy,...,x,) =0. Consequentemente tem-se que g € ker(y)

como queriamos demonstrar. O

2.5 Estruturas de Lie e Jordan em algebras simples

Nesta seccdo trataremos das estruturas de um anel associativo simples e alguns de seus
subconjuntos como anéis de Jordan e de Lie. Os resultados desta seccdo foram extraidos do
livro [16] e serdo uteis para os proximos resultados. Comecamos a estudar certos aspectos da

teoria dos anéis associativos, iniciando com o seguinte lema.
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Lema 2.113. Se L é um ideal de Lie de A, entdo N(L) ={x € A;[x,A] C L} é uma subdlgebra
e um ideal de Lie de A e

1d([L,L]) € 1d([N(L),N(L)]) € N(L),

onde 1d(x) é o ideal gerado por *.

Demonstragdo. Sejax,y € N(L) e a € A, temos que

[xy,a] = [x,ya] +[y,ax] € L. (2.2)

Portanto, xy € N(L), entdo N (L) é uma subdlgebra de A, uma vez que N (L) € fechado em
relacdo a soma. Segue-se da defini¢do de N(L) que [N(L),A] € L. Como L C N(L), entdo em

particular temos que N(L) € um ideal de Lie de A.

Como L C N(L), basta provarmos que Id([N(L),N(L)]) € N(L). Além disso, uma vez
que N(L) é um ideal de Lie de A, entdo [N(L),N(L)] também €. Como

Id([N(L),N(L)]) = [N(L),N(L)] +A[N(L),N(L)] = [N(L),N(L)] +[N(L),N(L)]A

¢ suficiente provar que A[N(L),N(L)] € N(L). De fato, sejam a € A e seja x,y € N(L),
note que a[x,y] = [ax,y] — [a,y]x. Como N(L) € um ideal de Lie e uma subdlgebra de A,

ambos os termos do lado direito estdo em N(L). Donde segue que a[x,y] € N(L) e portanto
1d([N(L),N(L)]) € N(L). O

Definicao 2.114. Um subconjunto ndo vazio J da dlgebra A € considerado um ideal de Jordan

de A se J for um subespaco de A com a propriedade que ja+aj € J, paratodo j € Jea € A.

O objetivo serd determinar os ideais de Jordan e de Lie da dlgebra A no caso em que A é uma

algebra simples. Comecaremos com os ideais da Jordan, ja que sdo mais faceis de caracterizar.

Lema 2.115. Se J é ideal de Jordan de A entdo para todo ji,j, € J e a € A tem-se que
(JiJ2+j2j1)a—a(jij2+j2j1) € J.

Demonstragdo. Como j| € J, para qualquer a € A tem-se que ji(aj, — jra)+(ajr— jra)ji € J,

com jp € J. Contudo

Jilajr— jaa)+(ajr— jra)j1 = ((jra—aji)j2+ j2(jra—aji)
+(a(jij2+j2j1) = (Jij2+ j2j1)a)).
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Mas note que o lado esquerdo e a primeira parcela do lado direito da igualdade estdo em J,

donde segue que o lema de fato € verdadeiro.

O

Teorema 2.116. Seja A uma dlgebra tal que 2x =0 implica em x =0, e suponha que, além disso,
A ndo tem ideais nilpotentes diferentes de zero. Entdo, qualquer ideal de Jordan diferente de

zero contém um ideal associativo diferente de zero de A

Demonstragdo. Seja J # 0, um ideal de Jordan de A e suponha que a,b € J. Pelo lema anterior,
para qualquer x € A, tem-se que xe —ex € J, onde e = ab+ba. Contudo, como e € J entdo

xe+ex € J, consequentemente (xe —ex) + (xe +ex) =2xe € J para todo x € A.

Com isso, temos que (2xe)y+y(2xe) € J,com y € A, como 2yxe € J, segue que 2xey € J,
ou seja, 2AeA CJ . Agora 2AeA é um ideal de A, restando mostrar apenas que esse ideal €

diferente de zero.

De fato, suponha por absurdo que esse ideal € nulo, entdo por hipétese temos que AeA = 0.
Em particular, Ae é um ideal bilateral e (Ae)?> = 0. Como A ndo tem ideais nilpotentes, entio

e = 0 e consequentemente temos para todo a,b € J que ab+ba =0.

Seja j € J ndo nulo, para todo x € A, tomando b = jx+xj € J, temos que j(jx+xj)+ (jx+
xj)j =0, ouseja, j2x+xj%+2jxj =0. Por outro lado, seja ¢ € J, entdo 0 = cc +cc = 2¢?, donde

segue que c> = 0.

Das duas equagdes anteriores segue que 2 jxj =0, paratodo x € A, o que implicaem jAj =0.
Entdo jA # 0 é um ideal nilpotente a direita de A, contrariando a hipétese. Logo todo ideal de

Jordan contém um ideal nao nulo de A.

O préximo teorema € um cldssico para a nilpoténcia de dlgebras. Foi provado pela primeira
vez em 1953 pelo matemadtico japoné€s Masayoshi Nagata sobre um corpo de caracteristica 0
e entdo em 1956 o britdnico Graham Higman o provou para o caso geral. Muito mais tarde,
descobriu-se que este teorema fora estabelecido pela primeira vez em 1943 pelos russos Dubnov

e Ivanov, mas seu artigo foi ignorado pela comunidade matematica ocidental.

Este teorema tem muitas aplicacdes ndo apenas na teoria das PI-dlgebras, mas também na

teoria de invariantes (comutativa e ndo comutativa) e na teoria da estrutura dos anéis.

Teorema 2.117. Seja R uma dlgebra associativa sobre um corpo F e suponha que R satisfaz
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a identidade polinomial x* = 0. Entdo R é nilpotente, ou seja, existe um inteiro d = d(k)

dependendo de k tal que x| ---x4 =0, para todo x1,--- ,x45 € R.

Sua demonstragao serd omitida mas pode ser encontrada em [11].

Definicao 2.118.

1. Uma algebra associativa A sobre um anel comutativo R é definida como uma élgebra
nilpotente, se e somente, se existir algum inteiro positivo n tal que yyyz---y, =0 para
todo yi,y2,...,¥, € A. O menor desses n é chamado de indice de nilpoténcia da dlgebra
A.

2. Uma 4lgebra € dita ser nil se cada elemento € nilpotente.

As dlgebras nilpotentes sdo trivialmente dlgebras nil, enquanto 4lgebras nil podem nao ser

nilpotentes.

Por outro lado, o préximo lema, extraido de [16] afirma que em certas condi¢des uma

dlgebra A possui um ideal nilpotente nao nulo.

Lema 2.119. Seja A uma dlgebra e 0 # I um ideal a direita de A. Suponha que existe um inteiro

n > 1, tal que a € I implica que a" = 0. Entdo A tem um ideal nilpotente diferente de zero.

Demonstragdo. Seja I ideal a direita ndo nulo, e suponha que existe n > 1 tal que a" =0 para
todo a € I. Como / é também uma algebra associativa, pelo teorema de Nagata Higman existe

um N tal que IV =0, isto &, x; ---x,, = 0, para todo x1,...,xq € I.

Defina J := I+ Al, note que J € um ideal bilateral de A que contém / (e portanto € nio nulo).
Note que, JV estd contido em A(IV) + IV que é zero. De fato, faremos uma prova por inducio

sobre n. Para n =2, temos que

JP =D +IAI+AI* + AIAI

CP+IP+AP+ > =1*+AI?

Supunha que o resultado é valido para todo k até n— 1, ou seja, J* ' € A(I""1)+I""!. Devemos
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mostrar que o mesmo vale para n. De fato,

Jr=Jl
C (I '+ A"+ AD
=I"+I" VAL + A"+ AI" AT
CI"+I"+AI"'+ AI"
=I"+AI"

Logo JY =0 e J é o ideal nilpotente nio nulo pedido. O

Note que a demonstracdo apresentada é mais simplificada do que a original. Isso decorre
do fato que estamos alterando a hipdtese de R ser uma dlgebra associativa, ao invés de um
anel, como € tratado em [16]. Com isso, podemos aplicar o teorema de Nagata-Higman, que

simplifica substancialmente a demonstracao.

Definicao 2.120. A caracteristica de um corpo K, denotada por char(K), é definida como o
menor nimero de vezes que se deve usar a identidade multiplicativa 1, em uma soma para obter
a identidade aditiva 0. Se esta soma nunca atingir a identidade aditiva, diz-se que o corpo tem

caracteristica zero.

Observacao 2.121. Uma dlgebra A simples de centro nulo e char(A) = 2, ndo possui ideais de
Lie comutativos diferentes de zero. De fato, chame de U um ideal de Lie comutativo e considere

uelUexeA, como U € um ideal de Lie comutativo temos,

2

ux+xu € U= u(xu+ux) = (xu+ux)u = u’x = xu’> = u’> € Z(A).

Como Z =0, implica que #> = 0. Com isso temos que

0 = (ux —xu)? = uxux — ux’u +xuxu.

Multiplicando 2 direita por ux obtemos que (ux)? = 0. Portanto, uA é um ideal nilpotente de
indice 3. Entdo pelo Lema 2.119, A tem um ideal nilpotente diferente de zero, absurdo ja que

A é simples. Portanto a dlgebra A nao possui ideais de Lie comutativos diferentes de zero.

Lema 2.122. Seja A uma dlgebra sem ideais nilpotentes ndo nulo em que 2x = 0 implica em
x =0, para x € A. Suponha que U # 0 é ideal de Lie e subdlgebra de A. Entdo ou U C Z(A) ou

U contém um ideal ndo nulo de A.

Demonstragdo. Suponhamos primeiro que U é nao comutativo, entdo existem x,y € U tal que
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xy—yx # 0. Além disso, como U € um ideal de Lie, entdo parar € A tem-se que x(yr) — (yr)x €
U.

Por outro lado y(xr —rx) € U, ja que tanto y como (xr —rx) pertencem a U e U é subalgebra
de A. Como
x(yr) = (yr)x = (xy — yx)r+y(xr —rx)

temos que (xy —yx)A C U. Com isso, tem-se que para qualquer r,s € A

((xy=yx)r)s —s((xy —yx)r) € U,

de onde obtemos que

A(xy—-yx)ACU.

E facil ver que A(xy —yx)A é um ideal de U. Resta mostrar que de fato esse ideal é diferente
de zero. Suponha por absurdo que A(xy—yx)A =0, entdo (A(xy—yx))>=0. Assim, A(xy —yx)

¢ ideal nilpotente, contrariando a hipétese. Logo U contém ideal diferente de zero.

Suponhamos agora que U é comutativo, queremos mostrar que U C Z(A). Dadoa € U e

X € A, temos que ax —xa € U que comuta com a. Sejam x,y € A

a(a(xy) = (xy)a) = (a(xy) = (xy)a)a

Expandindo a(xy) — (xy)a como (ax —xa)y+x(ay — ya) pela equacdo anterior, e lembrando

que a comuta com (ax —xa) temos

a(axy —xya) — (axy—xya)a = a((ax —xa)y+x(ay—ya)) — ((ax —xa)y+x(ay —ya))a
=a(ax—-xa)y+ax(ay—ya)— (ax—xa)ya—x(ay—ya)a
= (ax—xa)ay+ax(ay—ya)— (ax—xa)ya—xa(ay—ya)
= (ax —xa)(ay—ya)+ (ax —xa)(ay —ya)
=2(ax—xa)(ay—-ya)=0

Por hipétese, temos que 2x = 0 implica em x = 0, para todo x € A, entdo (ax —xa)(ay —
ya) =0. Tomando y = x trivialmente temos (ax —xa)(ax —xa) = 0. Vamos mostrar que

(ax—xa)A(ax—xa) =0. De fato tome ¢ € (ax—xa)A(ax—xa), entdo ¢ = (ax—xa)a(ax—xa),
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coma € A. Logo

(ax —xa)a(ax —xa) = (ax —xa)a(ax —xa) — (ax —xa)(ax —xa)«a
= (ax—xa)-|a,(ax—xa)] = [a, (ax —xa)](ax —xa)
= a(ax—xa)? - (ax —xa)a(ax —xa)

=—(ax—-xa)a(ax—xa)

Como (ax —xa)a(ax —xa) = —(ax —xa)a(ax —xa) implica que 2(ax —xa)a(ax—xa) =0e
logo (ax —xa)A(ax—xa) =0. Mas observe que tomando / como ideal gerado por (ax —xa)a, é
facil ver que I? = 0, mas por hipétese A ndo tem ideais nilpotentes nio nulos. Logo (ax —xa) =0

implicando que a € Z(A). O

Observe que na ultima parte da prova do Lema 2.122 também provamos o seguinte resultado.

Corolario 2.123. Seja A é uma dlgebra sem ideal nilpotente diferente de zero em que 2x =0

implicax =0. Se a € A comuta com todos os ax —xa com x € A entdo a pertence ao centro de

A.

O lema anterior também implica imediatamente no seguinte coroldrio

Corolario 2.124. Seja A é uma dlgebra simples de caracteristicas diferente de 2, entdo qualquer
ideal de Lie de A que também é um subdlgebra de A deve ser o proprio A ou esta contido no

centro de A.

Teorema 2.125. Seja A uma dlgebra simples de caracteristica diferente de 2, e seja U um ideal
de Lie de A. Entdo U C Z(A) ou [A,A] C U.

Demonstragdo. Pelo Lema 2.113, sabemos que N(U) é uma subdlgebra além de ser um ideal
de Lie de A, entdo pelo coroldrio anterior temos que N(U) C Z(A),ou N(U)=A. Se N(U)=A
entdo por definicdo temos que [A,A] C U, se N(U) C Z(A), entdo como U € N(U), obtemos
UcCZ(A).

O

Corolario 2.126. Se A ¢é uma dlgebra simples ndo comutativa de caracteristicas diferente de 2,

entdo a subdlgebra gerada por [A,A] é A

Demonstragdo. Qualquer subgrupo aditivo de A que contém [A,A] é um ideal de Lie de A,

trivialmente por defini¢do. Consequentemente qualquer subalgebra gerada por [A, A], também
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¢ um ideal de lie. Pelo Corolario 2.124, essa subdlgebra € igual a propria dlgebra A ou esta

contido em Z(A).

Suponha por absurdo que esta subdlgebra estd contida no centro Z(A), logo para a € A
temos que a comuta com todos ax —xa com x € A. Pelo Corolério 2.123, tem-se que a € Z(A),
isto é, A C Z(A). Como assumimos que A ndo € comutativo, isso é descartado, portanto a

subdlgebra gerado por [A,A] é A.

Gostariamos agora de resolver o problema do Teorema 2.125 e do Coroldrio 2.126, mesmo
quando A tem a caracteristica igual a 2. Observe que a caracteristica de A ndo entrou na
discussdo na passagem do teorema em diante. Logo a primeira questdo que certamente vem
a cabeca € se o corpo tiver caracteristicas 2, o Corolario 2.124 falha? Certamente falha em

M, (K), onde, K é um corpo de caracteristica 2. Tome

.

E f4cil ver que U embora seja um ideal de Lie e subélgebra de A, niio estd no centro Z = Z(A)

b
; talque a,b e K
b a

da dlgebra, muito menos € igual a propria dlgebra.

Mesmo assim, podemos melhorar as hipéteses do Teorema 2.125. Suponha que A € uma
dlgebra simples de caracteristica 2 e que U ¢ um ideal de Lie e subdlgebra de A, com A # U
e U Z Z. De fato, pela demonstracdo do Lema 2.122, e sendo a dlgebra simples, U deve ser

comutativo. Isto é, dadou e v € U, entao uv +vu =0.

Seja a € U, entdo as + sa € U para todo s € A, consequentemente a(as+sa) = (as+sa)a,
isso implica que a” € Z. Como para qualquer r € A, ar +ra € U temos analogamente que para

todo r € A que (ar +ra)? € Z. De fato:

(ar+ra)((ar+ra)s+s(ar+ra)) = ((ar+ra)s+s(ar+ra))(ar+ra) =

(ar+ra)*s+(ar+ra)s(ar+ra) = (ar+ra)s(ar +ra) +s(ar +ra)?.

Suponha primeiro que Z = (0) entio a> =0, e (ar +ra)®> =0, o que implica que 0 =
(ar +ra)*ar = (arar +arra+rara)ar = (ar)® de onde nés obtemos que (ar)® =0. Porém,
temos entdo que aA € um ideal a direita de A na qual o cubo de todo elemento € zero, e pelo
Lema 2.119, a dlgebra A teria um ideal nilpotente diferente de zero, o que € impossivel ja que

algebra é simples.
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Portanto podemos assumir Z # 0 e que existe um elemento a € U, com a ¢ Z, tal que

a’?+0eZe (ar+ra)> € Zparatodor € A.

Para responder completamente qual deve ser a estrutura de A, apresentaremos mais um
teorema, contudo para isso, precisamos de mais algumas defini¢des e lemas, que serdo abordados

logo abaixo.

Definicao 2.127. Seja A um anel e M um R—mddulo. Se Ann(M) =0, entdo M é chamado de

modulo fiel.

Definicao 2.128. Um anel R € dito ser primitivo se tem um moédulo fiel e irredutivel. Diremos

que uma algebra A € primitiva, se a estrutura de anel subjacente a A € um anel primitivo.

Seja A uma dlgebra primitiva e M um mddulo simples e fiel de A. Considere o conjunto
C(M) como conjunto de todos os endomorfismos de M. Note que para todo @ € A, tem-se
que E, definido por E,(m) = am, chamada de multiplicagdo a esquerda, é um endomorfismo
do grupo aditivo de M. Além disso, chamamos de E(M) = Endgr(M) o conjunto de todos os

endomorfismos do R-médulo a esquerda M.

Um lema que cumpre um papel importante na teoria das representacdes de grupo € o conhe-
cido Lema de Schur, em homenagem ao matematico russo-alemao Issai Schur. Mostraremos
agora que médulos simples dao origem a anéis de divisdo. O Lema de Schur pode ser apenas

uma observacgao direta, mas extremamente util.

Lema 2.129. (Lema de Schur) Se M é um modulo simples, entdo o anel de endomorfismo anel

E(M) é um anel de divisao.

Demonstragdo. Seja f € E(M), f # 0. Entdo N(f) é um submédulo de M diferente de M, e
im(f) € um submédulo de M diferente de 0. Como M é simples, a tnica possibilidade é que

N(f)=0eim(f) =M. Assim, f é um automorfismo e, portanto, um elemento invertivel em
E(M). O

Chamamos de C(M) ={¢ € E(M) tal que E, oy =¥ o E,, Ya € R}. Pelo Lema de Schur,
C (M) é um anel de divisao e consequentemente um corpo. Podemos assim, considerar M como
um espago vetorial sobre C(M) onde a(m) param € M e @ € C(M) € interpretado como a agio

de @ como um elemento de E (M) aplicado em m.

Definicao 2.130. A dlgebra A € dita ser densa em M, se para cada inteiro positivo 7, todo
subconjunto linearmente independente {vy,---,v,} de M sobre a dlgebra de divisdo D = C(M)
e todo subconjunto arbitrario {wy,---,w,} de M, ha um elemento r € A tal que w; = v;r para

todosi={1,---,n}.
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O resultado bésico que surge a partir de toda essa teoria € um conhecido teorema, chamado
de Teorema da Densidade de Jacobson e Chevalley. Sua demonstracdo serd omitida, mas €

encontrada em vdrios livros de dlgebra como [15, p. 41].

Teorema 2.131 (Teorema da Densidade). Seja A uma dlgebra primitiva e M um modulo fiel e

simples. Se D = C(M) entdo A é denso em M sobre D.

Agora que temos o que € necessario, podemos voltar a questdo anterior, onde um corpo tem
caracteristicas 2, além de U ser ideal de Lie e subdlgebrade A,com A # U e U £ Z. O préximo
teorema serd fundamental para entendermos quais devem ser as hipdteses minimas para que a
dlgebra A satisfaca os Teorema 2.125 e o Corolério 2.126. Antes dele, um pequeno lema que

serd util para o teorema em questao.

Lema 2.132. Seja A uma dlgebra simples com Z(A) # (0), entdo A é uma dlgebra com unidade.

Demonstragdo. Suponha que o centro Z de A seja ndo nulo, entdo existe x € Z tal que 7;(x)
(ideal gerado por x) é o proprio A, ja que A é simples. Como x € I;(x), existe y € A, tal que
Xy =x.

Vamos mostrar que esse y € unidade de A. De fato, tome z € A, existe a € A tal que z = ax.

Logo temos que

yz=y(ax) =y(xa) = (xy)a=xa=z

2y = (ax)y =a(xy) =a(x) =ax=z

Logo y é a unidade de A. O

O teorema abaixo apresenta um resultado bem conhecido, faz parte do resultado central do

artigo [20] para aqueles que apresentarem interesse.

Teorema 2.133. Seja A um anel de divisao com centro Z, e suponha que para cada x € A, existe
alguma poténcia (dependendo de x) que esta em Z, entdo A é um anel comutativo;, em outras

palavras, para todo x € A, se existir n = n(x) tal que x" € Z, entdo A é comutativo.

O teorema abaixo serd fundamental para que Teorema 2.125 possa valer para um caso mais

geral.

Teorema 2.134. Seja A uma dalgebra simples de caracteristica 2 e suponha que existe a € A

coma ¢ Z tal que a> € Z e (ax+xa)* € Z para todo x € A. Entdo dimyz A = 4.
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Demonstracdo. Se Z =0, entdo a’> =0 e (ax+xa)* =0, consequentemente (ax)> = a(ax +
xa)*x =0, para todo x € A. Entdo o ideal a direita aA satisfaz > = 0 para todo elemento u € aA,

pelo Lema 2.119 isso ndo € possivel em uma dlgebra simples.

Por outro lado, se Z # 0 pelo lema anterior, tem-se que 1 € A. Se a®> =0 tomando b =a + 1
temos que b2 =a’+2a+1=1, além disso (bx+xb) = (ax+xa+2x) = (ax+xa) logo (bx+xb)* €
Z para todo x € A. Portanto podemos assumir que a’> = # 0 em Z. Seja Z’ = Z(+/a) entdo
A’ = A®Z' é simples ja que A & simples. Além disso, em A’ temos que (ax’+x’a)* € Z’ para

todox’ € A’.

Note que a dimensdo de A’ sobre Z’ é igual a dimensdo de A sobre Z. Basta ver que, se B =
{vi,---,v,}éumabasede A,entdo B'={v|;®1,---,v,®1}éumabasede A’. Consequentemente
para provar o teorema € suficiente provar em A’. Temos também que b = a /3, onde B € Z’,
B% = asatisfaz b2 = 1 e (bx’ +x’b)* € Z. Consequentemente sem perda de generalidade, podemos

assumir que a € A tal que a ¢ Z, a® = 1 e (ax+xa)* € Z para todo x € A.

Observe que como A € simples, entdo tomando V = M = A temos as hipdteses minimas para
aplicar o teorema da densidade. Mas primeiro note que (a+1)>=0e a+1#0, V tem dimensio
maior que 1 sobre D, jd que a # 1. Pelo teorema da densidade, existe um v € V tal que v,va sao

linearmente independentes sobre D.

Se para algum w € V, v,va e w(1+a) sdo linearmente independentes sobre D, interpretando

a a transformagao que age pela direita temos que

a(v) =va
a(va) =va®=v

aw(l+a))=w(a+1).

Logo a matriz dessa transformagao linear é

o = O
[
- O O

pelo teorema da densidade, como v,va,w(a+ 1) s@o linearmente independentes existe uma
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transformacao linear x, tal que

x(v) =va
x(va)=0
x(w(l+a))=0.

Logo a matriz dessa transformacao linear é

0

0

e consequentemente a transformagao (ax +xa) induz a matriz

0

Mas note que (ax+xa)* ¢ Z, j4 que ndo é uma matriz escalar. De fato, (ax +xa)* induz a

matriz

0 0

o que € um absurdo, logo para qualquer w € V, tem-se que v,va,w(a+ 1) sdo linearmente

dependentes sobre D.

Suponhamos entdo que V tem dimensdao maior que 2 sobre D, entdo existe w € V tal que
v,va,w sdo linearmente independentes sobre D. Observe que a matriz da transformacao linear
neste caso, ndo € maior que 3 X 3, pois como v,va e w(a+ 1) sdo linearmente dependentes, iSso

significa que wa pertence ao subespago gerado por v,va, e w.

Desta forma, a matriz dessa transformacao caso tivesse tamanho maior que 3, seria nula
abaixo das 3 primeiras linhas, e seria uma matriz triangular em blocos, ou seja, o subespaco
gerado por v,va e w seria invariante pela acdo de a. Portanto, basta considerar a matrizes de

tamanho 3. Neste caso representado pela matriz

01 «
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novamente aplicado o teorema da densidade, existe um x € A tal que induz a matriz

010
00O
000

Por outro lado, a a transformacao (ax +xa) induz a matriz

além disso, (ax +xa)4 ¢ dado pela mesma matriz acima, que claramente ndo é uma matriz

escalar. Logo V tem dimensdo 2 sobre D, restando mostrar que D é comutativo.

Seja
a B
a=
g 0
como a’ = I, temos que
> +pe=1
af+po=0
eB+6%=1.

Dessas equagdes sabemos que ndao pode ocorrer de @ =0 e £ =0 a0 mesmo tempo. Por

outro lado seja 7 € D, usando que (ax+xa)* € Z, onde

<03

Note que embora Z € um subanel de D, também estd identificando as matrizes com entradas
em Z. Além disso, note que

4

a an+nd
d v e’Z.

(ax+xa)* = l
en

Isso mostra que para todo 77 € D, tem-se que (na)* € Z e (6n)* € Z. Se a # 0, entdo na € D

pode ser interpretado como 7, logo para todo x € D tem-se que x* € Z.

Entdo pelo Teorema 2.133, logo a # 0 implica que D seja comutativo. O caso 6 #0 &
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andlogo. Portanto D é um corpo e consequentemente a dimensio de A sobre D é 2% = 4. O

Gostarfamos de apontar que um teorema mais geral realmente € vélido, a saber: se A € uma
dlgebra simples com um elemento a ¢ Z tal que (ax —xa)" € Z paratodo x € A e n € N entdo A

é 4-dimensional sobre Z.

Uma vez que a hipétese do Teorema 2.134 € precisamente a que leva a suposicao de que o
Teorema 2.125 e o Coroldrio 2.124 era falso, obtemos, uma versao mais geral do Teorema 2.125

como o esperado.
Teorema 2.135. Se A é uma dlgebra simples e U é ideal de Lie de A, entdoU C Z ou [A,A] C U,
exceto se A ¢ de caracteristicas 2 e tem dimensdo 4 sobre o seu centro Z.

Assim como foi no caso do Teorema 2.125, temos uma consequéncia direta do Teorema

2.135 € o seguinte coroldrio.

Corolario 2.136. Se A é dlgebra simples ndo comutativa entdo a subdlgebra gerada por [A, A]

éA.



Capitulo 3

RELACOES ENTRE COMUTADORES E IMAGENS DE

POLINOMIOS.

Neste capitulo estudaremos a conexao entre as matrizes de trago zero s/, (K), com as imagens
de polindmios multilineares sobre M,,(K). Em particular, apresentamos algumas evidéncias que
nos permitem enunciar a conjectura de Mesyan para um novo limitante, que por sua vez, nao

pode ser melhorada.

Em seguida provaremos que para cada inteiro positivo d existe um inteiro positivo s, tal
que f(My(K)), aimagem de f em M (K), contém todos as matrizes d X d de trago zero. E por
ultimo, sendo A uma édlgebra, consideramos a questdao de quando span f(A), subespaco vetorial
gerado pela imagem de f em A, é igual a A. E ainda, a relagdo entre [A, A], o espago vetorial

gerado pelos comutadores em A, e spanf(A)

3.1 Um novo limite para a conjectura de Mesyan

O objetivo principal desta sec¢do € apresentar evidéncias que nos permitam enunciar a con-
jectura de Mesyan em um cendrio mais geral. Os resultados deste secdo podem ser encontrados
em [12].

Seja K um corpo e seja M, (K) a dlgebra de matrizes n X n sobre K. A conjectura de
Lvov-Kaplansky afirma que a imagem de um polindmio multilinear em M, (K) é um espago
vetorial. Tal conjectura é equivalente a imagem de um polindmio multilinear em M, (K) ser
{0}, K, s/,,(K) ou toda a dlgebra M,(K).

Um enfraquecimento da conjectura de Lvov-Kaplansky € a chamada conjectura de Mesyan.

Conjectura 3.1. Seja K um corpo, n > 2 e m > 1 inteiros e f(xi,...,xy) um polinémio
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multilinear diferente de zero em K{x1,...,x,). Sen > m—1, entdo a imagem de f contém todas

as matrizes de traco zero em M, (K).

A conjectura citada acima € baseada no seguinte resultado:

Proposicao 3.2. Sejam K um corpo, n > 2 em > 2, inteiros em que char(K) tne f(x1, -+ ,Xp) €
K(X) um polinémio multilinear ndo nulo. Se n > m—1, entdo o K-subespago, denotado por
span(f (M, (K)) contém sl,,(K).

Na verdade, uma vez que assumimos que a conjectura de Lvov-Kaplansky € verdadeira,
a frase “a imagem de f em M,(K) contém s/,(K)"€ equivalente a “f nao é uma identidade
polinomial nem um polinémio central de M,,(K) ". Por outro lado, é sabido que M,,(K) nio tem
identidades polinomiais ou polindmios centrais de grau m < n+1, e isso faz com que conjectura
de Mesyan seja um caso particular da conjectura de Lvov-Kaplansky. Em particular, um contra-

exemplo a conjectura Mesyan € um contra-exemplo para a conjetura de Lvov-Kaplanksy.

Seja f € um polindmio de grau m < 2n — 1 entdo pelo Corolario 2.93, f ndo é um polindmio
central nem uma identidade polinomial para M, (K) e por nossa suposicdo f(M,(K)) é si,(K)

ou M, (K) que em ambos os casos, contém s/, (K).

O fato acima sugere que a conjectura de Mesyan pode ser enunciada de uma forma mais
geral, isto é, paran > (m+1)/2. Além disso, este limite ndo pode ser melhorado uma vez que
S, 0 polindmio standard de grau 2n, é uma identidade polinomial de grau 2n para M, (K).
Apresentamos agora mais uma evidéncia de que a conjectura deve ser afirmada neste contexto.

Vamos provar uma versdo mais geral da Proposicao 3.2.

Teorema 3.3. Sejam K um corpo, n > 2 e m > 2, inteiros em que char(K) tne f(xy, -+ ,xy) €
K(X) um polinémio multilinear ndo nulo. Sem < 2n—1, entdo o K-subespaco span( f (M, (K))

contém sl,(K).

Lembre-se de que, para polindmios de grau m = 2, a conjectura de Lvov-Kaplanksy € uma
consequéncia da Proposi¢ao 2.94 e dos resultados de Shoda e Albert e Muckenhoupt. Além
disso, param > 3, temos que mT“ <m—1, 0 que mostra que o teorema acima € uma generalizacao
da Proposi¢do 3.2. Antes de provar o teorema acima, devemos primeiro lembrar o seguinte lema

técnico, extraido de [5].

Proposicao 3.4. Sejam D um anel de divisdo, n > 2 um inteiro e A € M, (D) uma matriz ndo
central. Entdo, A é semelhante a uma matriz em M,,(D) com no mdximo uma entrada ndo nula
sobre a diagonal principal. Em particular, se A possui traco zero e ndo é central, entdo A é

semelhante a uma matriz em M, (D) com apenas zeros na diagonal principal.
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Demonstragdo. A demonstragdo serd realizada em trés casos: primeiro caso para n =2, 0

segundo caso para n =3 e o terceiro para n > 3

1% caso: n=2.

2° caso:

Seja
Xy
A= € Mz(D)
zw

temos entao que

[ 1 u ] [ Xy ] l 1 —u ] _ [ x+uz —(x+uz)u+y+uw 3.1

0 1 z w 0 1 z —ZUu+w

Se z # 0, basta tomar u = —xz~!. Por outro lado, se y € ndo nulo, entdo tomando u = y‘lx,
1 0
u 1

Por ultimo, se z =y =0, sabendo que A nao é multiplo da matriz identidade, deve ocorrer

temos que a matriz

P=

é tal que PAP~! é matriz pedida.

de (x —w) # 0. Logo existe v = x(x —w)~! tal que a matriz

1 u
P=
v uv+1
é tal que
1 —VW+ VX +X w—Xx
PAP " = 5 )
VW —VWHVX+VX VWHW —VX

Portanto A é semelhante a uma matriz com no maximo uma entrada nao nula sobre a

diagonal principal.
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sendo A ndo central, entdo A ndo € um multiplo da matriz identidade /;, logo pela
Observagdo 2.25, pelo menos uma de suas submatrizes principais ndo € central. Suponha

primeiro que a matriz abaixo € nio central

w
E =
Vs ]
Seja I; a matriz identidade de M, (D)
coluna(i) coluna(j)
1 0 ... 0 0 0
0 1 0 0 0
I;= 1 0 0 (3.2)
0 1 0
0 0 0 0 1

chamamos de /;; a matriz identidade com as colunas i e j trocadas entre si de lugar. Isto €

1 0 0 0
0 0 0
1 0
0 O 0 1
logo
w t Z
sl Alplhz=| v s u
y 7 x

Caso a outra submatriz seja nio central, isto é

X
F =
u s

] ¢ ndo central, entdo

X z Yy
InAls=|u s v

q t w
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Portanto, a matriz F € a primeira submatriz principal de A, que € ndo central, pelo primeiro
caso existe uma matriz P € M,(D) invertivel tal que a entrada (1,1) de PFP~! é nula.

Desde que a matriz
P 0

0 1

Prto
o 1
possui a entrada (1,1) igual a 0, em que 0 € o vetor coluna e 0’ é o vetor linha, segue que

podemos supor

Se tivermos )
a b
| ¢ d

ndo central, entdo novamente pelo caso anterior, conseguimos A conjugada a uma matriz

com as entradas (1, 1) e (2,2) nulas. Suponha agora

0 x vy
A=z a O
qg 0 «a
coma € Z(D).
Se z # 0, tem-se que
1 a b 0 x vy 1 —a -b az+bg * *
010 z a 0 0O 1 0 (= z -za+a  —zb
0 0 1 qg 0 «a 0 0 1 q -qa —gb+a

tomando a = —¢gz~! e b = 1, entdo basta aplicarmos o primeiro caso & submatriz principal

no canto direito inferior. Caso g # 0, entdo devemos tomara=1e b =—zg".

De modo andlogo, também podemos reduzir a primeira entrada a zero, quando x # 0 ou

y # 0. E quando todos s@o nulos, isto é, x =y = z =g =0, tem-se que

1 1 1 0 0 O 1 -1 -1 0 * *
-1 0 1 0 a O -1 1 2 |=]% 0 x
1 10 0 0 «a 1 0 -1 * * 2«

como queriamos.
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3% caso: n > 3.

Como por hipdtese a matriz A € ndo central, podemos estender de forma andloga os
argumentos utilizados no caso anterior afim de garantir que exista um maior nimero

natural nao nulo m tal que A seja conjugada a

B x
* C

em que € B uma matriz com apenas zero na diagonal principal de ordem m xm e C é uma
matriz de ordem k = n—m. Afirmamos que deve ocorrer de k = 1, pois caso contririo
poderiamos escolher a submatriz principal 3 X 3 formada pela tltima linha e coluna de B e
pelas duas primeiras linhas e colunas de C. Pelo segundo caso, conseguiriamos produzir
uma matriz conjugada a A comecando com uma matriz com apenas zero na diagonal de

ordem m + 1, contradizendo a maximalidade de m.

O

Observacao 3.5. Observe que a hipdtese de que A seja uma matriz ndo central € importante
para a validade do teorema, ja que caso a matriz A seja multiplo da identidade e de traco zero,

a conclusio ndo € verdadeira.

De fato, considere a matriz identidade /; de tamanho 2 X 2, sobre um corpo K de caracteristica
2. Entao € claro que I; possui trago zero, porém a Unica matriz semelhante a 1; € ela propria,
ou seja, ndo existem matrizes com apenas zeros na diagonal principal que sejam semelhantes

matriz identidade em M, (K).

Agora estamos prontos para apresentar uma prova do Teorema 3.3.

Demonstragdo. Seja

fxp, - xm) = Z Ao Xo(1) """ Xo(m)>

TESH,
onde a, € K. Renomeando as varidveis se necessario podemos supor sem perda de generalidade
que a1y # 0. Note que pela Proposi¢do 2.95 temos que s/,(K) C f(M,(K)) sempre que m < 2,

portanto podemos assumir que m > 3.

Sejami,j € {1,...,n}tal quei # j. A demonstragdo serd dividida em dois casos:

1° caso: m € par.

Neste caso, temos que m = 2k, com k um inteiro maior que 1, entdo temos que n > k + %

Como k e n sdo inteiros tem-se que n > k+ 1, portanto n—2 > k — 1. Com isso, podemos
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encontrar k — 1 elementos distintos em {1,---,n} —{i, j} que denotaremos por [y, -, lx_.

Portanto,

f(eiiaeij’ejlpel][]ae1112961212 e 9elk_21k_|aelk_1j) = aleij'

Como a1 # 0, e ¢;; com i, j distintos € uma matriz cuja diagonal contém apenas zeros,
temos que , span( f (M, (K)) contém todas as matrizes cuja diagonal principal é composta

por apenas Zeros.

Seja A uma matriz com traco zero, devemos mostrar que A € span(f(M,(K)). De fato,
como car(K) 1 n entdo A € uma matriz ndo central, e consequentemente pela Proposi¢ao
3.4 tem-se que existe B € span(f(M,(K)) tal que A = PBP~! e usando a Proposicdo
2.94, parte 2, concluimos que A € span(f(M,(X)).

2° caso: m € impar.

Entdo m é da forma m = 2k — 1, onde k£ é um nimero inteiro € k > 2. Como 2n >
m+1, temos n—2 > k—2. Logo, podemos encontrar k —2 elementos distintos em

{1,---,n}—={i, j}, que denotaremos por [y, --,lx_. Portanto,
f(eii’eij’ ejll’elllpelllz’elzlz o aelk,3lk,2,elk,zlk,pelk,zj) = aleij-

Novamente pelo mesmo motivo do caso anterior, temos que Se A € sl,(K) entdo pelo

Proposicao 3.4 e Proposi¢ao 2.94 temos que A € span(f(M,(K)).

Com isso em qualquer um dos casos provamos que span( f(M,(K)) contém todas as matrizes

de traco zero. O

Agora, reenunciamos a conjectura de Mesyan a luz do Teorema 3.3 e da discussdo do inicio

desta secao.

Conjectura 3.6. (Conjectura de Mesyan reformulada). Seja K um corpo, n > 2 e m > 1 inteiros,
e f(x1,...,xy) um polindmio multilinear diferente de zero em K{xi, -+ ,xp). Se m <2n-1,

entao sl,(K) C f(M,(K)).

3.2 Polinomios parcialmente comutativos admissiveis

Apresentamos um conceito basico porém fundamental para o estudo de imagens de polind-

mios em dlgebras de matrizes finitdrias, que € o de coproduto. Esta secdo € baseada no artigo
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[28].
Definicao 3.7. Sejam A; e A, dlgebras com unidade sobre um anel comutativo K. Entao, uma

K-élgebra A com unidade é chamado de coproduto de A; e A; sobre K se:

1. Existem homomorfismos da dlgebra @ : Ay — A e f: Ay — A tal que AT U Ag gera A

como uma K-dlgebra. Onde A{ € a imagem de A} por @ e Ag ¢ a imagem de A; por .

2. Para qualquer K-algebra P com unidade e homomorfismos o : Ay = Pe1: A, — P existe

um homomorfismo ¢ : A — P tal que poa =0 e ¢ o =1. Ou seja, o diagrama

A—2e A< 4,

N

sempre pode ser completado.

Denotamos coproduto de Aj e A, por Aj [ Aj.

Observacao 3.8. O coproduto de A; e A; € tGinico a menos de isomorfismo. De fato, seja A e
A’ dois coprodutos de A e A, sobre K, entdo A e A’ s@o isomorfos pelo isomorfismos ¢ e ¢’

conforme indicado a seguir pelo diagrama:

A a<l 4,

~ellos

A/

De fato, o homomorfismos ¢’ : A” — A, € tal que @ = ¢’ oa’, assim como = ¢ of’. Por
outro lado o homomorfismos ¢ : A — A’ satisfaz o’ = ¢ o @, assim como ' = ¢ o . Note que
popoa=¢' oca’=aed’'opof=¢"of =, amesma que a identidade. Como o mapa da

propriedade universal € tnico, temos que ¢’ o ¢ = 1;. O caso ¢ o ¢’ = I; é andlogo.

E imediato de (1) e (2) que ¢ é determinado exclusivamente por o e T.

Seja K um corpo, sejan € N, e seja Q = {wy,...,w,} CN—{1,...,n} um conjunto finito

(arazdo para tal notagcdo € que iremos alterar € no decorrer da prova). Por

K(Xl,Xz,...,Xn)UK[UW;w € Q]
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denotamos o coproduto da dlgebra livre K(X, X5, ..., X},) e a dlgebra de polindmios comu-

tativos K[U,,;w € Q].

A seguir mostramos a existéncia do coproduto de A| e A, sobre K pela seguinte construgao
natural. A ideia é encontrar uma &lgebra gerada por A; e A, (garantindo assim (i)) e entdo

fatorar um ideal apropriado desta dlgebra (assim garantindo (ii). Seja
T=A19A0(A1®A])®(A1®A) D (A20A1) P (A2QA2)D(AIRAI QA ...
seja a dlgebra tensorial de A; e Aj, e seja I o ideal de T gerado por todos os elementos da forma
a1®by—aiby; ax®by—axby; 14, —14, (3.4)

ondeay,b) € Ay, az, by € Ay, afirmamos que A =7/ é um coproduto de A| e A; sobre K. Sejam
aq € Bo os respectivos mapas de inclusdo ag: Ay = T e By : A, — T e seja v o homomorfismo

natural de 7 em 7'/I. Definimos a; : A| — T por a; =agv e B : A, — T por 51 = SBov.
Propriedade (7) € entdo claro. Agora considere os homomorfismos o : Ay — P,7:A; — P,
onde P é uma K-dlgebra. Primeiro completamos o diagrama

Bo

AlLT<—A2

NP

De fato, basta definir ¢y em cada soma direta71 ®7>®...®T,, de T ,onde cadaT; é A; ou Aj, e
entdo estende por linearidade. Omapa y : 71 ® 1> ®...®T,, —» Pdadopor y (1196, ®...®1,) =
tf (X)téJ ®...®th onde p=0cset; € A oup=r1set; € Ay. Note que estd funcio € linear, e pela

natureza da multiplicagdo em 7 € ficil ver que ¢¢ € um homomorfismo de élgebra.

Além disso, aplicando ¢( aos geradores da Equacdo 3.4, fica claro que ¢y mapeia I para 0.
Como resultado, ¢ pode ser elevado a um homomorfismo de dlgebra ¢ : T/I — P definindo
()Y =t? ondet=1t+1comt € T. A comutatividade do diagrama acima produz a comutatividade
de

0 que mostra que a propriedade (ii) € vdlida. Com isso mostramos a existéncia e unicidade de

um coproduto de A; e As.
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Definicao 3.9. Chamamos os elementos do coproduto acima de polindmios parcialmente co-
mutativos. Podemos pensa-los como polindmios nas varidveis X;, U,,, onde U,, comutam entre

si, mas ndao comutam com X;.

Seja A uma dlgebra com unidade sobre K, seja xi,...,x, € A, € s€ja uy,,...,Uy, €A

m

elementos que comutam entre si. Por

. :K(Xl,Xz,...,Xn>UK[UW;w cQl — A

,,,,, anuwl PRREN 2]

denotam o homomorfismo da dlgebra enviando X; para x; e U,, para u,,.

Para um polindmio parcialmente comutativo f € K(X1, X, ..., X,,) [[K[U,,;w € Q], defina

sua imagem na dlgebra A como

Observe que no caso em que f € um polindmio ndo comutativo, ou seja, um elemento da
subdlgebra K(X1, X»,...,X,,) de K(X1, Xz,...,X,,) [IK[U,,;w € Q] , esta nocdo da imagem de

f coincide com a defini¢do usual.

Diremos que as sequéncias a' = (a',...,a} ),i =1,...,n, contendo os elementos de Q
L
formam uma particao de €, se forem estritamente crescentes (ou seja, a"l <...< a’,'v ) e, para
1

cada w € Q, existem i e j tal que a; =w.

Por |a'| denotamos o comprimento da sequéncia, ou seja, k;. Definimos Aq como o

1

conjunto de todas as n-tuplas de sequéncias a = (a',...,a") tais que a',...,a" formam uma

particdo de Q.

Para qualquer a € Ag, se k; > 0, definimos

X = Uyt s Uyt Xil.

Por outro lado, se k; = 0 entdo definimos X' = X; . Estendemos essa defini¢ao definindo
(X, Xi, ... X)) = Xfle-‘; .. .Xl.‘i

para todos os iy,...,i; € {1,...,n}. Generalizamos a no¢ao de um polindmio multilinear como

segue.

Definicao 3.10. Um polindmio parcialmente comutativo

fe K(Xl,Xz,...,Xn)UK[UW;w € Q]
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¢ admissivel se for da forma

F=2 D2 XoXo) - Xo(n)”

o€S, aeA

onde A% € K.

Exemplo 3.11. Polindmios multilineares ndo comutativos sdo exatamente os polindmios par-
cialmente comutativos admissiveis para Q = (). Para dar um exemplo diferente, sejan=2 e
Q ={3,4}. Entdo

Aa ={((3,4),0), ((3).(4)), ((4),(3)), (0.(3,4))}

e os polindmios admissiveis em K(X1, Xp) [ [ K[U3; U4] sdo da forma

F=a00Us, U4 X0 X+ 4500 X (U3, Us, X1
+ A D 03, X11[Us X2+ 45 U4, 21 [Us, X1 ]
+ 45D Us X11[U3, X2] + 48 [U5, X0][Us, X1
+ A0 CD X, (U3, Uy, X2] + 5PV [U3, Ui, X1 X1

Por definicdo, o espaco vetorial de polindmios parcialmente comutativos admissiveis sao
gerador por (Xy(1) ... Xr(n))¢. O seguinte lema afirma que esses elementos realmente formam

sua base. Sua prova € muito semelhante aquela de [29, Proposition 2.4], entdo nds a omitimos.

Lema 3.12. Para qualquer n € N e um conjunto finito Q C N—-{1,...,n}
{(XO'(I)9 .- 'aXO'(n))a | oc€ESa€ ﬂQ}

é um conjunto linearmente independente.

3.3 Imagens de polinomios multilineares em matrizes finita-
rias

Seja K um corpo infinito e seja d € N. Nesta secao, o principal objetivo € provar o Teorema
3.17, que afirma que para qualquer polindmio parcialmente comutativo admissivel f diferente
de zero existe um s € N tal que s/;(K) C f(M,(K)). A principal referéncia desta se¢do é o

artigo [28].

Aqui, a inclusdo de uma algebra de matriz menor em uma maior deve ser entendida como
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My(K) 0
Mq(K) = < M(K)
0 0
A prova do teorema € por indu¢@o no nimero de varidveis ndo comutativas xp, . .., x,. Antes

de considerar o caso base, provamos o seguinte lema.

Lema 3.13. Para qualquer d € N cada matriz a € sl;(K) existe uma matriz invertivel p €
My (K) tal que pap™' € My, (K) é uma matriz oca, isto é, uma matriz tendo apenas zeros na

diagonal principal.

Demonstragdo. Prosseguimos por induc¢do em d. O lema é obviamente verdadeiro para d =1,
entdo assuma que d > 1 e que o lema € verdadeiro para d — 1. Seja a € sl;(K) uma matriz d X d

com trago 0.

Primeiro, considere o caso em que existe um vetor diferente de zero v € K¢ que ndo é um
autovetor de a. Entdo podemos estender o conjunto linearmente independente {v,av} para uma
nova base B do espaco K¢; seja g € M4 (K) a matriz de mudanca de base (da base candnica para
a nova). Entdo

[a]B:qaq—1=[° xt]
y b

para algum x,y € K" e b € M;_1(K). Como tr(b) =tr(a) =0, pela hipétese de indugio,
existe uma matriz r € My(K) tal que rbr~! € M;(K) é uma matriz oca. Seja O matriz nula de

tamanho conveniente, assim para

1 ollq 0
p= € My (K)
O r O 1

temos que
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L lrollqgo]l]aol|gtol]1 o
pap” = : .
| O r ||O 1 00 o 1 O r
_>1 O<>qaq_10 1 O
| O r o o0]|lo r!
_ t
|1 o oll1 o
O r Y o r!
- 0
o x|[1 o
| O rb || O r!
_>0 xtr!
| O rbr!

onde O é matriz nula. Portanto a matriz pap~! € My, (K) é oca.

Agora, suponha que todos os vetores diferentes de zero sejam autovetores de a. Isso implica

que a ¢ um multiplo escalar da matriz identidade. Sem perda de generalidade, podemos assumir

a=1;. Como 0=tr(a)=d, a caracteristica de K divide d. Seja ey,...,eq441 € K9+! 3 base
candnica de K4, Os vetores fi=ei+eqr,i={1,...,d} e far1 = €q41 — Z;.lzl e; formam uma
base, uma vez que
d+1
==t
J=1
j#i

parai={1,...,d} e e4y1 = Z?;rll = f;. Seja p € My441(K) a matriz de mudanga de base (da

base candnica para a nova). Como ae; =¢; parai=1,...,d e aez4+1 =0, temos
d+1
afi=ei==)J;
j=1
j#i

parai=1,...,de

d
afae = —Z ei =
-

1

2

1

d d+l1
=1

d
fi=(d=1) ) fi+dfan
i=1

—

e

~. S~
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Como a Char(K) divide d, segue que d =0 em K, logo

d
afisl = ij
im1

Portanto, a matriz pap~' € My.1(K) é oca. O

O préximo resultado € de grande importincia para estabelecer a base de nossa indugdo,

consideramos os polindmios comutativos admissivel sobre o corpo infinito K.

Lema 3.14. Para um polinémio parcialmente comutativo admissivel diferente de zero

fex | |Eweg]

tem-se que sly(K) C (Mg (K)).

Demonstragdo. Seja Q = {wy,...,wy,} com wi <...<w,. Como Ag={(w)} com w =
(wi,...,wy,). Entao
F=ax™ = AUyt Uy, X1

para algum A € K diferente de zero. Seja a € sl;(F) uma matriz de traco zero. Pelo Lema 3.13,

existe uma matriz invertivel p € My, (K) tal que pap™' € Mz, (K) é oca.

Como K ¢ infinito, podemos tomar u = diag(ay,...,@4+1) € My (K) com a; € K dois a
dois distintos. Assim, para qualquer y = (y;;) € Mg41(K), temos que [u,y];; = (a; —a;)y;;. Em
particular tem-se que

[u,...,u,x] = (i —a;)"yij.
—_—

m

Tomando x;; = (af+)m existe uma matriz x = (x;;) € My, (K) tal que
i~

pap~t =[u,...,u,x].

——
m
Portanto, a imagem de f contém
— 151 -1 —
EVA—I,,—IX,,;,,—IM, """ ,,—lup(f) =Ap~ u,...,u,A” x|p=a
m
isso mostra que sl;(f) C f(Mg1(F)) O

Antes de fazer o passo de indugdo, vamos provar dois lemas. A primeira € apenas uma

observagdo elementar envolvendo as matriz unitdrias e;;.
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Lema 3.15. Seja A uma dlgebra com unidade, seja k € K, e seja

k
V=) eii1+er+1,1 € Mis1(A)
P

entdo .
\ J
[v, cen ,v,ek+1,1] = Z(—l)s( )€k+1—j+s,1+s
v s=0 §
J
para cada j =0,1,...,k. Em particular, para a € A, temos

[v,...,v,aers11] =diag(a,*,..., %)
—_———
k

Demonstragdo. Prosseguimos por inducdo em j. O lema € obviamente verdadeiro para j =0,

entdo assuma que 0 < j < k e que o lema € verdadeiro para j — 1. Usando a hipétese de inducao,

temos

[v7~-~av7ek+l,l] [V, [V,...,V,€k+1,1]]
———— ————

J j-1

0
j-1

S

Note que pela Observacao 2.9, tem-se que

VEk+2—j+s,1+s = €k+1—j+s,1+s

Ci+2—j+s,1+sV = € 42— j+5,2+s

Consequentemente temos que

-1 .
j—1
[v,... ,v,ek+1,1] = Z(—l)s( )(ek+1—j+s,1+s - ek+2—j+s,2+s)
—_——— =0 S
J

~.

j-1

©
—_— O

~.

- j -
IR ) RN YR
s=

o

=

= (_1)S(j_ 1)[Vaek+2—j+s,l+s]

1
1

[V, (—1)s( P )€k+1—(j—1)+s,1+s

i1
i~ 1 ! i~ 1
(_I)S(J s )ek+l—j+s,l+s+z(;(_1)s+l(] s )ek+2—j+s,2+s
s=

)ek+1—j+s,l+s
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Note que para o caso s = 0, temos que 0 somatorio acima de escreve como e4—;,1. Logo

J . .
-1 -1 -
[Va‘--’V,€k+1,1] :€k+1_j’1+Z(—l)s((J )+(J ))ek+1—j+s,1+s+(_l)jek+l,l+j
——— o S S—l
J
Usando o fato que
1 . .
P62
s s—1 Ky

obtemos a conclusio do lema.

O préximo lema nos permitird reduzir o nimero de varidveis ndo comutativas de maneira

adequada.

Lema 3.16. Seja f € K(X1,...,X,) [[[K|w € Q] (com n > 1) um polinémio admissivel da forma

n

/= Z Z Z Ay /Xy -+ Xo(j-0)XnXo(j) - - X (n-1))"

geS,—1 j=l acAg

Seja k € N tal que para cada a € Ag, |a”| < k implica /lgj =0paratodoo € S, etodo j €
{1,...,n}. Sejaw = (w1,...,wy) parte de alguma particdo de Q. Defina Q=0Q- {wi,...,wi}

e seja A uma algebra com unidade arbitraria. Entdo, o polinomio parcialmente comutativo
g eK(Xr X | |[Klw € Q]

definido por

n
§= Z Z Z g [ (Xoys - Xo(j-1) Un(Xo (1 - .- X (j-1))"

TE€Su-1 j=1 GeAg

onde Ag = {a € Ag tal que a" =w}, satisfaz g(A)err C f(Mys1(A)).

Demonstragdo. Seja Q= {wy,...,Wg,Wg+l,...,Wn . Considere

XlseoosXn—lsUnsUppy s-oesly, €A
de modo que u,,u,,,,...,uUy, comutam entre si. Para provar o lema, temos que encontrar
XlyewosXnslyys-- Uy, € Mpy1(A) de modo que

EVY].,.Yn;Ew] e Uwpy (f) = val'"xn—l;“n’”kﬂ-wuwm (g)ell (35)
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€ Uy, .., Uy, comutam. Defina

Xi=xjer; parai=1,...,n—-1
)_Cn:unek+l,l
ij:v, paraj=1,...,k

Uy, =Uy,l, paral=k+1,...,m

onde v € a matriz do lema anterior. As matrizes u,,,,...,U,, comutam entre si, uma vez que o
mesmo ocorre com os elementos u,,,,,,...,u,,. Afirmamos que a equagdo 3.5 € vélida. Fixe

ogeS,—1eje{l,...,n} etome um a € Ag. Considere a expressiao

Ey. 2 .X“)

]...?n;ﬁwl...ﬁwm( o, jn

Se n = |a"| < k, entdo, por hipétese, A5 i = 0 e esta expressdo € zero. Se a sequéncia a”

contém w; para j > k, entdo

Ey.

ES| ...Yn;ﬁwl Uwy (

u _ _
Xn) = [ua?’ e 9ua¢,9-xn]
uma vez que iy,; = u,,; I comuta com todos os u,,, € X,, segue que

Ey.

X1--Xn ;ﬁwl Uwy

(x:) =0

Portanto, a expressdao acima pode ser diferente de zero apenas se a” contiver pelo menos k

elementos de {wy,...,wy}, ou seja, a” = w. Neste caso, pelo lema 3.15 tem-se que
a N
EVYI_“}’,;EWIJWM ( n) =[v,...,v,upers1.1] =diag(uy, *, ..., *).
———
k
Paratalaei=1,...,n—1, temos
ay _ 17 . = =
VX | Fniiw, - w, ( i ) - [ua’l’ "’”a‘,]’xl]
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Consequentemente

Ey.

X Eni“l Twm (f)=

Z Z Z V| . Fniftw, - ((XU(I)""’XO'(j—l))a)

TES,— 1] 1 acAgq

E | Fniiwy - Tw (/1 ,]X:)val Fniliw -l ((Xo'(l)""’XO'(j—l))a)

V.
Z Z Z EVX] Xp_ Wy - Uwm ((Xv(l)’-~-’Xfr(j—1))a)€11

ogeSy-1 Jj= aeﬂg
A% jdiag(un,x,. . R Eyy o ((X(,(l),...,X(,(j_l))a)611

=Ey (g)emn

X[ Xy W U

Agora estamos em posi¢do de provar nosso teorema principal da secao.

Teorema 3.17. Seja K um corpo infinito e seja d € N. Para cada polinomio parcialmente

comutativo admissivel f diferente de zero, existe um s € N tal que sl;(F) C f(M(F)).
Demonstragdo. Procedemos por indugdo em 7, ou seja, o nimero de varidveis nado comutativas
X1,...,X,. Ocasoem que n =1 foi considerado no Lema 3.14.

Seja n > 1 e assuma que o teorema € verdadeiro para todos os polindmios parcialmente
comutativos admissiveis nao nulos em n — 1 varidveis nao comutativas. Podemos escrever
feF(Xi,....,Xy) [{[mathbbK|w € Q] como

/= Z Z Z Ay ;Ko y - Xo(j-1) XnXo (j) - - - X (n-1))"

TES,— 1] 1 acAgq

para alguns A7 ;€ K, nem todos zero. Suponha que o teorema ndo seja verdadeiro, ou seja,

sly(F) € f(My(F)); paratodos e N

Seja k o menor inteiro ndo negativo tal que /lg’j #0 para algum o € S,-1,j=1,...,ne

a € Ag com |a"| = k. Observe que k satisfaz a suposi¢do do Lema 3.16.

1 — — Z .~ . a
Sejaa” =w = (wy,...,wy) 0 n-€simo componente de uma parti¢do, visto que /la’j # (0 para

algum o € S,-1 e j=1,...,n. Nosso objetivo € provar que para cadai = 1,...,n, tem-se que

DA% =0 (3.6)
j=1
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para algum o € S,_; e cada @ € Ag = {d € AQ| a" = w}. Isso implica /lg’j = () para todo

o€S,_1,todoa e ﬁg etodo j =1,...,n 0 que contradiz nossa escolha de w.

Seja g € K(X,...,X,_1) [I[K|lw € Qu{n}], onde Q= Q—{w1,...,w;}, definido por

n
g= Z Z Z A i Xo1ys > Xo (j-1)  Un(Xo(1)s - - +» Xor(n-1))*

geSy-1 j=1 56%

Pelo Lema 3.16, temos g(A)e; € f(My+1(A)) para uma dlgebra com unidade arbitraria A.
Uma vez que g ndo tem a variavel X,,, podemos substituir a pela (n— 1) —upla obtida tomando
os primeiros n— 1 componentes de a. Essas uplas sdo exatamente os elementos de Ag. Por
1SS0,

n
g= Z Z Z A i (Xo1)s- s Xo (-1)  Un(Xo(j)s - - > Xor(n-1))*
TE€S-1 j=l acAq
onde Ag contém (n—1)uplas e a € a upla obtida adicionando a sequéncia w ao final de a.

Seja

n K(Xl,...,Xn_l)UK[UWM cQuU{n}] — F(Xl,...,X,H)UK[lew € Q]

o homomorfismo que envia U, para 1 e fixa cada Xi,..., X, e U,, remanescente. Temos

que

n

n(g) = Z Z 22| Xty - Xo (=) X () - - Xor(n-1)”
i

ogeSy—1acAg\ j=
Obviamente, 7(g)(A) C g(A) vale para toda dlgebra unitiria A. Afirmamos que 7(g) = 0.
Na verdade, se isso ndo fosse verdade, entdo uma vez que 7(g) € um polindmio parcialmente
comutativo admissivel em n — 1 varidveis ndo comutativas, segue da hipétese de indugao que

existe um s € N tal que

sla(K) € 7()(M(K)) € g(M(K)) = g(Ms(K))e1
C f (M1 (M(K))) = f (M(41)s(K))

o que contradiz nossa suposicao inicial. Agora, o Lema 3.12 implica na Equacao 3.6 parai =n.

Usando a igualdade

n—1
a _ _ a
/}’O',j_ Z/lo:j’
j=1
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temos que

= ) ZZ&,-,(XU«U Xo(j-1) WUn, Ko (jy - - X (n-1))"]

ogeSy—1acAq j=

Para a € Ag, denote por a <;n a partigao de Q' = Qu {n} obtida adicionando n ao inicio da

sequéncia a'.

O conjunto Ag, estd em correspondéncia bijetiva com a unido disjunta U, 13{’ viaa'=a<in

(para alguma permutacao fixa o). Por defini¢ao, temos

a<;n

e, assim, usando a formula [X,YZ] = [X,Y]Z+Y[X, Z] varias vezes,
[Un, (XO'(j) .. -XO'(n—l))a] =

:Z(Xa(j)---xa(i—l)) [Un, (X5 ] Xor(is1) - - - Xor(n-1))

= Z(Xo'(]) Xo(n-1))"™"

Portanto

n—1

n—1
D0 2 28 Ky Koo D (K - Xerue)) "
i=j

0€S,_1aceAq j=1

n—1n—1

Z Z ZZ/&'}(XU(I) Xo(n-1))""

geSy—1acAg j=1 i=j

Alterando a ordem de somatorio e usando a correspondéncia bijetiva mencionada, obtemos

Z Z Z Z/lcrj (Xo(1y - Xo(n-1)) ™"

geSy—1 i=1 acAg \ j=

DD Koty Xeo)”

0ESp-1 a’€A,

Aqui, o (i) € o componente unicamente determinado por a’ que contém n, a é o (n— 1) t-upla
obtida pela omissdao de n em o (i)-ésimo componente da sequéncia a’, € a € a n t-upla obtida
de a como antes - i e @ portanto depende apenas de o e a’. Temos g =0, caso contrdrio, pela

hipétese de indugdo (g é um polindmio parcialmente comutativo admissivel em n — 1 varidveis
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nao comutdveis), existiria um s € N tal que

sla(F) € g(Ms(F)) € f(Mk+1)s(F))

Agora, o Lema 3.12 implica na equacdo 3.6 para todoi=1,...,n—1. Como o caso i =n foi

estabelecido anteriormente, isso conclui a prova. O

Uma vez que polindmios multilineares ndo comutativos sao exemplos especiais de polind-
mios parcialmente comutativos admissiveis, o teorema 3.17 também é valido quando f # 0 é

um polindmio ndo-comutativo qualquer.

Seja M (K) a dlgebra de todas as matrizes finitarias, denotando por sl (K) o espago de

todas as matrizes finitdrias de trago zero, temos entdo o seguinte coroldrio para o teorema.

Corolario 3.18. Seja K um corpo infinito e seja f um polindmio multilinear diferente de zero.
Entdo sl (K) C f(M(K)).

3.4 Quando span f(A) éiguala A?

Um exemplo importante de uma dlgebra associativa sobre um corpo de caracteristica zero que
coincide com seu comutador € a dlgebra de operadores diferenciais com coeficientes polinomiais
[6], no entanto, esta dlgebra ndo tem identidades polinomiais. Por outro lado, se o corpo apresenta
caracteristica positiva, entdo surgem algumas identidades ndo triviais, embora a coincidéncia

com o comutador € perdida.

Entretanto, no caso de caracteristica positiva p > 0, € possivel construir uma dlgebra associ-
ativa que coincida com seu comutante. Tal dlgebra € facil de obter indutivamente como segue:
O comutador de uma élgebra matricial € formado pelas matrizes com trago zero, € o trago de
uma matriz consistindo de p blocos idénticos na diagonal principal € igual a zero. Portanto,
toda dlgebra A de dimensao finita admite, para todo x € A, uma extensdao de dimensao finita
por elementos z,7 tal que [z,7] =x. No entanto, a algebra obtida dessa maneira ndo possui

identidades ndo triviais.

Entdo uma questdo natural se manifesta, existe uma PI-dlgebra A coincidente com seu

comutador [A, A]? O principal teorema do artigo [6] responde a esta pergunta.

Lema 3.19. Se A é uma PI-dlgebra associativa entdo A # [A, A].

Nosso primeiro teorema mostra que a condi¢ao span f (A) = A valer para qualquer polindmio
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¢ equivalente a condicao que isso vale para o polindmio comutador [ X1, X>]. Antes de declara-lo,

registramos mais algumas defini¢des e observagdes.

Definiciio 3.20. Seja f = f(x1,...,xn) € F(X) qualquer polinémio. Definimos f como

f(xla---aXZm) = [f(xla---,xm)af(xmﬂ,---,x2m)]-

Observe que f uma identidade de A, se e somente se, f(A) é um conjunto comuta-
tivo. Finalmente, ressaltamos que, se A € unitdrio, f(A) é invariante sob conjugacdo, isto €,

af(A)a~! = f(A), para cada elemento invertivel a € A. Na verdade, isso decorre de

1

af(ay,az,--- ,am)a_1 = f(aala_l,aaza_ S ,aama_l),

onde ay,- - ,a,, sao elementos arbitrarios em A.

O seguinte lema, € um resultado da teoria de Lie dos anéis associativos de Herstein e serd

usado em vérias demonstragdes.
Lema 3.21. Seja A uma dlgebra sobre um corpo infinito F e seja f € F(X).
1. Se [A,A] ¢ spanf(A), entdo f é uma identidade de uma imagem homomdrfica néo nula

de A.

2. Se A é dlgebra simples e f é uma identidade de A, entio f é uma identidade polinomial

ou é um polinémio central de A.
Demonstragdo. Seja L = spanf(A) um ideal de Lie da dlgebra A.

1. Seja I =id([L,L]) o ideal de A gerado por f(A) (ou seja, o ideal gerado por [L,L]).
Note que [A, ] C L. De fato, pelo lema 2.113 temos que I € N(L), e consequentemente
temos que

[A, 1] € [A.N(L)].
Por outro lado, pela definicdo de N(L) temos [N(L),A] C L e portanto

[A, 1] C L.

Como por hipétese [A,A] € L, tem-se que / € um ideial proprio de A, em outras palavras
[ # A. Claro que f(A) C I, e tem-se que f é uma identidade polinomial de A/I. E

sabemos que todo quociente de A € imagem homomorfica de A.
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2. E facil ver que f é uma identidade de A, se e somente se, f(A) é um conjunto comutativo.
Assim, a condi¢do de que f é uma identidade de A significa que L é um ideal de Lie

comutativo de A. Nosso objetivo € provar que L estd contido no centro Z de A.

Dividiremos essa demonstracdo em dois casos. Suponhamos no primeiro caso que a
caracteristica do corpo deve ser diferente de 2 ou que A ndo tenha dimensao 4 sobre seu

centro Z.

De acordo com o Teorema 2.135, temos que L € Z ou [A,A] € L. Caso interessante é
quando [A,A] € L. Chame S a subdlgebra gerada por L, pelo coroldrio 2.136, temos que

S éigual a A. Note que mostrar L C Z € mostrar que [L,A] =0.

De fato, seja x € [L,A], entdo x é combinacdo linear de elementos da forma [/,a], com
leLeacA=S,comoacSentdoa=g(aj,az,---,a,)ondege K(X)eay, - ,a, €L,
sem perda de generalidade tome a como sendo 0 mondémio a = a1 ---a,,. Note que f
ser identidade para A implica em [L, L] =0, e consequentemente [L,q;] = 0, para todo
ie{l,---,m}.

Pela hipétese de indugdo temos que [/, a; ---a,—1] = 0 e consequentemente

[l,al =l a1 an]

=) U @]+ [Tt |y
=0

No segundo caso, suponha que F tenha a caracteristica 2 e que A tenha dimensao 4 sobre

Z. Seja K o fecho algébrico de Z e seja S = K ®z A a extensado escalar de A a K.

Em 1905 Joseph Wedderburn provou que todo anel simples com dimensdo finita sobre
um anel de divisao € isomorfo a um anel de matriz n X n sobre um anel de divisdo D, onde
ambos n e D sao unicamente determinados, um fato que hoje € conhecido como Teorema
de Wedderburn, sabendo disso temos que S ~ M,(K) (Ver Teorema 2.80) . Além disso

pelo Teorema 2.103 temos que f é uma identidade de S.

Assim, V = spanf(M,(K)) é um ideal de Lie comutativo de M>(K), além disso, como
f é invariante sob conjugacio temos adicionalmente que aVa~' C V para toda matriz

invertivel a € M»(K).

Suponha por absurdo que V & Z(M;(K)), entdo V contém uma matriz ndo-escalar v. Se
v € uma matriz diagonal, entdo, ao comuta-la com a matriz unitdria e, vemos que V

também contém matrizes ndo-diagonais. De fato, sem perda de generalidade, podemos
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supor

V=

a f
tal que B #0
vy o

Comutando v com e duas vezes, vemos que

0 B
v 0

eV

Por outro lado, [w,ez1] = 8 I, portanto V contém a matriz identidade. Assim,

11 L]
01 0 1

apartir do qual se infere facilmente que V contém a matriz unitdria e . Consequentemente,

0 B
v 0

Y B+y
Y v

%

-1
01 01

ey =ey €V
10 10

O que € uma contradicdo, ja que [e]2,e21] =id> # 0, em outras palavras esses elementos

ndo comutam. Portanto, V estd contido no centro de M,(K). Isso implica que f(A) C Z.

O

Teorema 3.22. Seja A uma dlgebra sobre um corpo infinito F. Se [A,A] = A, entdo spanf(A) =

A para todo polinémio ndo constante f € F(X).

Demonstragdo. Pelo Lema 3.19, ndo existe uma PI-dlgebra A diferente de zero que coincide
[A,A]. Como por hipétese [A, A] = A significa que nenhuma imagem homomoérfica diferente
de zero de A € uma PI-dlgebra. Pela contrapositiva do Lema 3.21, temos que [A,A] = A C

spanf(A). Como span(f(A)) C A € trivial, segue que spanf(A) = A, como desejado.

3.5 Quando span f(A) contém [A,A]?

Segue agora uma variacao do teorema anterior.

Teorema 3.23. Seja A uma dlgebra unitdria sobre um corpo F com char(F) =0. Se 1 € [A, A],

entdo [A,A] C spanf(A) para cada polindmio nao constante f € F(X).
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Demonstragdo. Suponha que o teorema ndo seja valido. Entdo, pelo Lema 3.21 parte (a),
existe um ideal préprio de A tal que S = A/I € uma PI-dlgebra. Seja M um ideal maximal de A

contendo /. Entdo R = A/M € uma PI-dlgebra simples.

Para mostrar que R é uma PI-dlgebra, observe existe um o homomorfismo

p: A/l — R

a+l—a+M

que € sobrejetor, logo R € imagem homomorfica de A/l que é uma PI-dlgebra. Por outro lado
R € simples. De fato, chame 7 : A — R a projecdo candnica e seja J # 0 um ideal de R. Entdo
n~1(J) C A é um ideal de A (estritamente) contendo M, mas pela maximalidade de M temos

obrigatoriamente que 7! (J) = A. No entanto, isso implica que J = R. Portanto R & simples.

Consequentemente, pelo Lema 2.74, tem-se que R € de dimensdo finita sobre seu centro
Z. Obviamente, 1 € [A,A] implica 1 € [R,R]. Seja K o fecho algébricode Ze S=K®zR a

extensdo escalar de R. Observe que 1 € [S,S].

No entanto, S é isomorfo a M, (K) paraalgumn > 1, entdo para cada elemento de S podemos
considerar o seu traco. O traco de 1 € n # 0 (uma vez que char(F) =0), enquanto o traco de
qualquer elemento em [S,S] € igual a 0. Esta contradi¢do mostra que o [A,A] C spanf(A).

O

O préximo exemplo mostra que a suposi¢do de que char(F') = 0 é realmente necessaria.

Exemplo 3.24. Suponha que char(F) = p onde p € um niimero primo. Seja A =M, (F). Entdo
a matriz identidade I, € M, (F) tem o trago O e pelo teorema de Shoda Albert e Muckenhoupt,
tem-se que, € um comutador. No entanto, para todo f sendo uma identidade polinomial ou um

polindmio central de A tem-se que [A,A] € spanf(A).

Concluimos esta seccado com dois resultados que fornecem uma imagem mais completa
de quando spanf(A) contém [A,A]. Primeiro, registramos um coroldrio do Lema 3.21 que

decorre da contrapositiva dos dois itens do lema.

Corolario 3.25. Seja A uma dlgebra simples sobre um corpo infinito F. Se f € F(X) ndo é

uma identidade polinomial nem é um polinémio central de A, entdo [A,A] C spanf(A).

Observamos que uma consequéncia deste coroldrio € que faz sentido enunciar a conjectura

de Mesyan para um limitante mais justo.
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Proposicao 3.26. Sejam K um corpo, n > 2 em > 2, inteiros em que car(K) tne f(xy, -+ ,xpn) €
K{(X) um polinémio multilinear ndo nulo. Se m <2n—1, entdo o K-subespaco span( f (M, (X))

contém sl, (K).

Nosso dltimo teorema desta sec¢dao € um aprimoramento desse coroldrio. Chamamos de
ideal do comutador de A, denotado por C4 4] como ideal gerado por todos os comutadores em
A.

Teorema 3.27. Seja A uma dlgebra unitdria sobre um corpo infinito F, e seja f € F(X). As

duas declaracoes a seguir sdao equivalentes:

1. f ndo é uma identidade polinomial nem é um polinémio central de qualquer imagem

homoméorfica diferente de zero de A.

2. [A,A] Cspanf(A) e A é igual ao seu ideal de comutador Ci4 4.

Demonstragao.

Chame de X = A/C[a 4]
(H)=(2)

Observe que X € uma dlgebra comutativa, logo todo polindmio é uma identidade ou um
polindmio central de X. Assim, basta mostrar que [A,A] C spanf(A). Suponha que isso nio
seja verdade. Entdo, pelo Lema 3.21 parte (a), existe um ideal préprio I de A tal que f é uma
identidade de A/I. Pegue um ideal maximal M que contém /. Entdo fé uma identidade da
dlgebra simples A/M, e entdo o Lema 3.21 parte (b) nos diz que é f uma identidade ou um

polindmio central de A/M, o que contradiz (1).

(2) = (1)

Suponha por absurdo que exista um ideal préprio I de A tal que f seja uma identidade
polinomial ou um polindmio central de A/I. Isso significa que [ f(A),A] C I, que junto com
[A,A] Cspanf(A) resultaem [[A,A],A] C I. Escolha um ideal maximal M que contenha /.
Entdo R = A/M é uma algebra simples que satisfaz [[R, R], R] = {0}. Ou seja, cada comutador

em R esta no centro Z de R.

Em particular, [x, y]x = [x,yx] € Z, e assim [x, y]?> = [[x, y]x, y] = [[x, yx], y] = 0 para todo

0s x,y € R. Mas pelo Proposi¢ao 2.73 o centro de uma algebra simples € um corpo.
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Tome x,y € R tais que [x,y] € Z. Como Z é um corpo, existe [x,y]~! € Z tal que

[x,y][x,y]"' = 1= [x,y]*[x,y] ! = [x,y] = [x,y] =0. Portanto R é comutativo.

Tomea+M e b+ M € R, como R é comutativo entdo ab+M =ba+M < ab—ba € M, Ou

seja, [A,A] € M , contradizendo o fato que C4 4] = A. O

Fazemos dois comentdrios finais sobre o Teorema 3.27 . Primeiro, a necessidade da hipétese
em (2) que A = C4 4] € evidente a partir do caso em que A € comutativo. Em segundo lugar,
a afirmacdo (1) pode ser formulada de forma equivalente, pois o ideal gerado por [f(A),A] é

igual a A; por outro lado, a afirmacdo (2) diz respeito apenas ao espago gerado de f(A).



Capitulo 4

RESULTADOS DO TIPO WARING PARA IMAGENS DE

POLINOMIOS

Seja A uma algebra e seja f um polindmio ndo constante € ndo comutativo, neste capitulo
estabelecemos alguns resultados do tipo Waring para imagens de polindmios. Mostramos que
se C é uma algebra unitdria e comutativa sobre um corpo K de caracteristica 0, A € a dlgebra da
matriz M,,(C) e o polindmio f nao é uma identidade polinomial nem um polindmio central de
M, (K), entdo cada comutador em A pode ser escrito como uma diferenca de dois elementos,
cada um dos quais é uma soma de 7788 elementos de f(A) (se C = K é um corpo algebricamente

fechado, entdo 4 elementos bastam).

4.1 Polinomios localmente linearmente dependentes

O objetivo da primeira sec¢do € fornecer algumas ferramentas necessarias nas demonstracoes
dos resultados principais. No entanto, como essas ferramentas sao interessantes por si mesmas,
iremos trabalhar com resultados mais gerais do que seria necessdrio para os resultados principais

da seccao.

Os resultados desta secao foram extraidos do artigo [9], além de algumas defini¢Oes vistas
em [8].

Seja A uma dalgebra sobre um corpo K. Dizemos que os polindmios ndo comutati-
vos fi,..., fs € K(X1,..., X)) sdo localmente linearmente dependentes, se para qualquer a =
(ai,...,an) € A™, os elementos fi(a),..., fs(a) sdo linearmente dependentes sobre K. Caso

contrdrio, dizemos que eles sdao localmente linearmente independentes.

E facil ver que se {fi..., f,} é linearmente dependente de forma usual entio também é
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localmente linearmente dependente. O inverso nao € verdadeiro. Por exemplo, um tnico po-
lindbmio f € localmente linearmente dependente ,se e somente se, f € uma identidade polinomial
de A.

Da mesma forma, se o centro de A consiste em multiplos escalares da unidade, entdo {1, f}
sao localmente linearmente dependente, se e somente se, f € uma identidade polinomial ou um

polindmio central de A.

O préximo exemplo mostra que mesmo em um conjunto de polindmios linearmente inde-

pendente na definicao usual, pode-se obter um conjunto localmente linearmente independente.

Exemplo4.1. Seja M, (K) a dlgebra das matrizes n X n, 0s polindmios linearmente independentes

{1,X,...,X"} sdo localmente linearmente dependentes em M, (K).

De fato, seja p(1) =x" +a,_1A" "' +...+ag o polindmio caracteristico de A € M,,(K). Pelo
Teorema de Cayley-Hamilton, tem se que p(A) = A" +a" ' A"+ .. +apl; =0, logo é conjunto

localmente LD .
Chame de c; o s—ésimo polinomio de Capelli, ou seja,

Cs(X1, X V1o, Yso1) = Z (=D X (1)Y1X(2)Y2 " * Vs-1X0r(s)

TES

Consideramos um polindmio especial que desempenha um papel importante na teoria das

identidades polinomiais. Vamos comeg¢ar com um exemplo. Considere o polindmio
h(x1,X2,X3,y) = X1yX2X3 — X1 YX3X2 +X2YX3X] —X2YX1X3 +X3VX1X2 — X3YX2X]

E facil ver que ao substituir a varidvel x; pela vériavel x;, obtemos /(x3,x2,x3,y) =0, assim

como h(x1,x2,x1,y) =0e h(x1,x2,x2,5) =0

Definicao 4.2. Um polindmio multilinear f = f(x1,...,Xu, V1,..., V) € K(X) édito ser alternado

emxi,...,X,, s€ f torna-se zero sempre que se substitui x; por x;,com 1 <i< j<n

Substituindo x; por x| +x3, no polindémio alternado f(xy,x2,...,Xs,V1,...,y,) =0 tem-se

que

f(-xl +x2’xl +x2,'--7x}’l7y1"-"yr) :f(xl,xla---,xn,yl,---a)’r)+f(xl,x2’---,xn,y1,---’yr)

+f(~x29xl’--'9xn5y15---’yr)+f(~x19xl’---,x}’l,yl’---’yr)()

O que implica que

f(xl»x2’---’xn,)’l,---,)’r) = _f(XZaxl""7xnay1a""yr)'
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Observacio 4.3. Note que f muda de sinal se trocarmos qualquer par de varidveis x; e x;. O

nome alternado vem desta condicao.

A principal razao para considerar polindmios alternados € sua conexdo com a nocao de

dependéncia linear.

Lema 4.4. Seja A uma dlgebra e ay,...,a, € A elementos linearmente dependentes. Se um
polinémio multilinear f = f(x1,...,Xn,V1,...,Vr) € K(X) é alternado em xi,...,x,, entdo

f(ai,...,an, by, - ,b,) =0 paratodo by,...,b, € A.

Demonstragdo. Como ay,...,a, € A sdo elementos linearmente dependente, sem perda de

generalidade chame a, = Z?z_ll A;a; para A; € K. Consequentemente tem-se que
n—1

f(al" "7al’l’b17"' ,br) = Z&if(ala"-’an—17ai7xl7"-’xr) = 0
i=1

Ja que f € alternado. O

Duas familias de polindmios alternados sdo de especial importancia.
Exemplo 4.5.

1. O primeiro ja visto nos teorema anteriores € o polindmio de Capelli. De fato, basta

observar que para n = 2 tem-se que
c2(x1,%2,a) = x1ax2 —x2ax]

que € claramente um polindmio alternado em x; e x,. E para n > 2 tem-se que

n
(X155 X, V1o e e Y1) = Z(—l)’_leylcn-l(xl, e Xin Lo Xigls oo > Xn Y205 Y1)
i=1

é alternado em xq, ..., x;,.

2. Ja o segundo exemplo, consiste em polindmios que se alternam em todos as varidveis.

Sejan > 2. O polindmio

Sn( X155 Xn) = Z (=D)7Xe(1)Xe(2) - - - Xer(n)

oes,

€ chamado de polindmio standard de grau n. Observe que

Sn(X1, .. xn) =cn(xt, .. xp, 1,000, 1),
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Seja R # 0 uma élgebra prima. Denote por 7 o conjunto de todos os ideais diferentes de

zero de R.Veja que 7 € fechado em produtos e, portanto, também em intersecdes finitas.

Dotamos o conjunto de todos os pares (f,1),onde I € T e f : I — R € um homomorfismo de
médulos, pela seguinte relacdo, que é prontamente vista como equivaléncia: (f,I) ~ (g,J), se
f e g coincidem em algum K € 7 tal que K C INJ. Escreva [ f,I] para a classe de equivaléncia
determinada por (f,I), e denote por Q(R) o conjunto de todas as classes de equivaléncia,

equipadas com adicao e multiplicacao

[fi. 1)+ [ 2. 2] = [fi+ f2. 1 N I2]
Lfi. 1] - [f2. 2] = [ f10 f2, b 1]

Denotaremos f] o f> simplesmente por f f»

Observaciao 4.6. Note que f; f> de fato estd definido em 1,14, ja que f>(IL 1) = fo(IL)I; C I4.
E facil ver que essas operagodes estdo bem definidas, de fato, assumimos que ( f1,11) ~ (g1,J1)
e (f2,12) ~ (g2,J2), ou seja, exite K; € T tal que K; C I; nJ; onde f;(x) =g;(x) comx €K, e
i={1,2}. Entdo (fi+ f2)(x) = (g1+g2)(x) com x € K{NK; € 7 e por outro lado (f1/2)(x) =
(g1g2)(x) comx € KK € 7.

Entdo (fi+ f2, 11N L) ~ (g1 +g2,J1NJ2) e (fifa, I211) ~ (g1g2,J2J1). Logo verifica ime-

diatamente que Q(R) € um anel com elemento zero [0, R] e unidade [idg, R].

Definicao 4.7. Quando os 7 for conjunto de ideias a direita, entdo denotaremos por Q4(R) o

anel Q(R). Neste caso Q,(R) serd chamado de anel quociente a direita de Martindale.

Observacao 4.8. O anel quociente a esquerda de Martindale Q,(R) € construido analogamente

através dos homomorfismos do R-médulo a esquerda. Em geral Q4(R) # Q.(R)

Teorema 4.9. Seja R # 0 um anel primo, e seja T o conjunto de todos os ideais diferentes de

zero de R. O anel Q ;(R) tem as seguintes propriedades:

1. Q4(R) é um anel unitario contendo R como um subanel.
2. Para cada q € Q4(R) existe I € T tal que gl C R.
3. Para cada q € Q4(R) el € 1, gl =0 implica em g = 0.

4. Selete f:1— R éumhomomorfismo de R-médulo a direita, entdo existe elemento

q € Q4(R) tal que f(x) = gx para todo x € 1.

Demonstragdo.
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1. Ja sabemos que Q,(R) € um anel unitario. Observe que

i:R— Q4(R)
r— [E,,R]

onde E, é a fung¢do de multiplicacdo a esquerda, isto €, E,(x) = rx para todo x € R.

Note primeiro que i é uma funcdo injetora. De fato, tome a # b, dois elementos em R, e

suponha por absurdo que suas imagens sdo iguais, logo
[E4,R]=[Ep,R] = Ey(x) =Ep(x) comx € K CR

com K um ideal ndo nulo de R. Mas entdo por defini¢do da fun¢do multiplicacdo tomando

0 #x € K tem-se
(a—b)x =0 como R € primo, segue que (a—-b)=0=a=>b

Logo i € uma inclusdao. E fécil ver também que i € um homomorfismo. De fato, seja

a,b € R tem-se que

i(a+b) =[Eqsp,R] = [Eqa, Rl + [Ep, R] = i(a) +i(b)
i(ab) = [Eap,R] = [Eq, R][Ep, R] = i(a)i(b)

Portanto identificando R com sua copia isomorfica i (R), podemos considerar R como um

subanel de Q.

2. Sejag=[f,I] € Qus(R). Paracadax € I, ja vimos que podemos representar cada elemento

de R como imagem i(R). Portanto
qx = [fvl] [EX’R] = [fEX’RI] = [Ef(x)’R] :f()C) €ER
3. Sejag=[f,1] € Q4(R), com I € 7, tal que gl =0, chamando i um elemento do ideal I,

pelo item anterior tem-se que gi = f (i) =01logo f (/) =0, consequentemente g = [ f, 1] =0.

Seja J € T, um ideal qualquer, tal que gJ =0, note que (¢I)J C qJ. De fato, sejay € (¢gI)J,

temos que y = gij,comi€le j€J. Seja [E;,R] e [E},R] as classes de equivaléncia de
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i e j respectivamente. Temos que

(Lf.I1LE: RDE;, R] = ([fEi, IR]) [E}, R]
= [fEiE;,IR]

= [f.I][Eij, R]

Logo y € gJ e portanto (gl)J C gJ, entdo (gI)J =0. Como R é primo e g/ C R, implica

que gl =0 e portanto g = 0 como queriamos demonstrar.

4. Selete f:I— Ré&umhomomorfismo do R-mdédulo a direita, entdo pela demonstracao

do item (2), tomando g € Q,(R) tem-se que f(x) = gx para todo x € I.

Outras propriedades de Q;(R) podem ser extraidas a partir Teorema 4.9. Por exemplo, o

item (3) pode ser estendido como segue abaixo

Teorema 4.10. Para cada q1,q2 € Q4(R) e I € 7, q11qy =0 implica em q; =0 ou g = 0.

Consequentemente, Q ;(R) é um anel primo.

Demonstragao. Pelo item (2) do Teorema 4.9, podemos escolher I; € 7 tal que ¢;I; C R, i =
{1,2}. Portanto, podemos concluir que (q111)I1(g212) € (q11g2)I> =0, o que implica em
(q111)I(g21>) =0, mas observe que pela Proposicdo 2.23, temos que g11; =0 ou g1, =0. Pelo

item (3), obtemos g = 0 ou g =0, como queriamos. O

Seja R € um anel primo diferente de zero. O centro de Q,(R) é chamado de centréide
estendido de R. O centrdide estendido de R serd denotado por C. Como de costume, Z(R)
representard o centro de R e, T representard o conjunto de todos os ideais diferentes de zero de
R.

Lema 4.11. Se g € Q4(R) é tal que qr =rq para todo r € R, entdo q € C. Portanto Z(R) é um
subanel de C.

Demonstragdo. Sejaw € Q4(R). Devemos mostrar que o comutador [g,w] = 0. Pelo item (2),
do Teorema 4.9, existe / € 7 tal que wl C R. Tome x € I, por hipdtese, temos que gx = xq, assim

como g(wx) = (wx)q. Logo

qwx = (wx)q =w(xq) =w(qx) =wgx = [q,w]x =0
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Assim, [¢,w]I =0 e consequentemente [g,w] =0 pelo item (3) do Teorema 4.9. O

Ja vimos que os elementos em Q;(R) correspondem aos homomorfismos do R-médulo a
direita, entdo os elementos em C correspondem aos homomorfismos do R-moédulo a esquerda e
a direita.

Lema 4.12. Se f : I — R, onde I € 1, é um homomorfismo de R-médulo, entdo existe A € C tal

que f(x) = Ax para todo x € I.

Demonstragdo. Uma vez que f € homomorfismo de R-mdédulos a direita, pelo item (4) do Teo-
rema 4.9, existe g € Q4(R) tal que f(x) =gx,x € I. Por outro lado, f também é homomorfismo

de R-mddulo a esquerda, em particular para todo » € R e x € I tem-se que rx € I e logo

q(rx) = f(rx) =rf(x) =r(gx) = [q,r]x =0
Portanto [g,r]I =0, e pelo item (3) do teorema 4.9 tem-se que [g,r] = 0, aplicando o lema
anterior com A = g chega-se no resultado pedido. O
Observacao 4.13. Seja R uma algebra sobre um corpo K. Cada a € K da origem ao homomor-

fismo do R-mddulo a direita e a esquerda definindo

H:R—>R

X = ax

Pelo o lema 4.12, pode se considerar K como um subcorpo de C.

Teorema 4.14. O centréide estendido C de um anel primo diferente de zero R é um corpo.

Demonstragdo. Seja A um elemento ndo nulo de C. Devemos mostrar que 4 € invertivel. De

fato, seja I € 7, tal que A/ C R, pelo teorema 4.9, parte (3) tem-se que A/ € 7. Note que

f:Al =R
Ax—x
estd bem definido. De fato, Ax = 0 implica em A/, =0, onde I, é o ideal gerado por {x} e

consequentemente x = 0 (item (3) do teorema). Como f € homomorfismo do R-mddulo 4 direita

e esquerda, o lema 4.12 afirma que existe um A’ € C tal que f(y) = A’y para todo y € Al.

Chame y = Ax; com x; € I. Por um lado, f(Ax;) =x; por defini¢do, e por outro lado,

f(Ax) = A’ Ax; o que implica que

/1’/1)61 =X| = (/l’/l— 1)X1 =0



4.1 Polinomios localmente linearmente dependentes 85

Ou seja, (1’A—1)1 =0 o que implica pelo Teorema 4.9 que A’A = 1. E portanto A € invertivel. O

Observacio 4.15. Podemos, portanto a partir do teorema anterior, considerar Q ;(R) como uma

algebra sobre o corpo C.

Lema 4.16. Dados q,,...,q, € Q,(R) entdo existe I € 7 tal que q;1 C R, para todoi=1,...,n.

Demonstragdo. Pelo teorema 4.9 parte (2) tem-se que para todo i € {1,2,...,n} e para cada
q; € Q4(R) existe um ideal /; € T tal que ¢;I; € R. Tomando I =} N...N [, tem-se o resultado

desejado. O

Iremos agora analisar a seguinte condicdo, seja D um anel de divisao, e a,b € D tais que
axb = bxa para todo x € D. Uma possibilidade natural onde isso ocorre é quando a e b sdo
linearmente dependentes sobre o centro de D. De fato, se a,b sdo linearmente dependentes

sobre o centro Z(D), entdo existe 8 € Z(D) tal que a = b, entdo
axb = (Bb)xb = bx(Bb) = bxa.
Vejamos que esta € a tinica possibilidade.

Lema 4.17. Sejam a,b € Q,(R) e seja I € T. Se axb = bxa para todo x € I, entdo a e b sdo

linearmente dependentes sobre C.

Demonstragdo. Pelo Lema 4.16 existe J € 7 tal que aJ C R e bJ C R, note que por defini¢cao
das classes de equivaléncias podemos substituir o papel de / por I NJ, vemos que ndo hd perda

de generalidade ao assumir que al € R e bl C R.

Suponha que a # 0. Entdo al # 0 pelo item 3 do Teorema 4.9 e, portanto, tomando

K =1Ial € T, podemos afirmar que a aplicacao,

f:K— R
Z(xia)’i) — Z(xibyi)

estd bem definida. Suponha que ) x;ay; = 0. Multiplicando a direita por zb, z € R, usando

a(y;z)b =b(y;z)a, e que R é primo, segue que

(Zx,-by,-) za=0— Zx,-by,- =0
i

1

Por outro lado, f € um aplica¢do de K para bl C R, além de ser um homomorfismo de R-modulo,

e pelo Lema 4.12, existe A € C tal que f(y) = Ay para todo y € K. Logo pela construcdo de f
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tem-se que f(xay) = xby, por outro lado, f(xay) = Axay, em particular tem-se que

xby =Axay Vx,yel = I[(b—2a)l=0

Pelo Teorema 4.10 tem-se que (b —Aa) =0 e consequentemente b = Ada, logo a,b sao

linearmente dependente sobre C como queriamos.

O préoximo lema trata de uma condi¢do um pouco mais geral em comparacdo ao lema

anterior. Além disso, sua demonstracdo pode ser reduzida ao caso do Lema 4.17.

Lema 4.18. Sejam a;,b; € Q (R) e I € T tais que

n

Za,-xbi =0 paratodox €l
i=1
Se ay,...,ay, sdao linearmente independentes sobre C, entdo cada b; =0. Da mesma forma, se

bi,...,b, sdo linearmente independentes sobre C, entdo cada a; = 0.

Demonstragdo. Suponhamos que ay,...,a, sdo linearmente independentes sobre C, devemos
mostrar que b; =0 paratodoi € {1,...,n}. Porinducgdo, o caso n = 1 € exatamente o caso tratado

no Teorema 4.10.

Suponha por absurdo que b, # 0, pelo Teorema 4.9 parte (2), existe J € 7 tal que b,,J C R,
entdo x(b,y) € I paratodo x € [ e y € J, consequentemente tem-se que

n

Zai(any)bi =0.

i=1

Como o ultimo termo, a,(xb,y)b,, é igual a — ;’;11 (aixb;)yb,, podemos reescrever essa

identidade como
n-1

Zaix(bnyb,- —b;yb,) =0 paratodox e l,yeJ

i=1
Pela de hipétese de indugdo, temos que b, yb; —b;yb, =0 paratodoyeJei=1,...,n—1. Pelo
lema 4.17, b; e b, sdo linearmente dependentes sobre C, logo existem A; € C tal que b; = 4;b,,

com 4, =1. Logo
n

Z aixb; = Zn: aix(A;b,) = Zn:(/liai)an
i=1

i=1 i=1

Como b, # 0 e pelo Teorema 4.10, tem-se que Z Aiai=0= ;s =0, absurdojaque 1, #0. O

i=1



4.1 Polinomios localmente linearmente dependentes 87

O préximo teorema mostra que a dependéncia linear dos elementos em Q,(R) pode ser

caracterizada por meio de uma identidade envolvendo os polindmios de Capelli.

Teorema 4.19. Os elementos ay,as,...,a, € Q,(R), m > 2, sdo linearmente dependentes sobre
C, se e somente se, cy,(ay,...,an,Xx1,...,Xu—1) =0, para todo x; € R.
Demonstragdo.

(=) Uma vez que ¢, € um polindmio alternado multilinear e os elementos ay,as,...,d, €

0,(R), m > 2, sdo linearmente dependentes, segue diretamente do lema 4.4 que ¢, = 0.

(&) A parte “se” serd provada por indugdo em m. O caso m =2 é exatamente o conteido
do Lema 4.17 (com I = R), logo a hipétese de inducdo nos diz que podemos assumir que o

resultado € valido para todo k tal que 2 < k < m — 1. Devemos mostrar que o mesmo € valido

para m.
Suponha que existem x»,...,x,;,—1 € R tais que ¢;—1(ai,...,am-1,X2,...,Xm-1) # 0. Pelo

exemplo 4.5, tem-se que ¢, (ay,...,am,X1,-..,Xm—1) = 0 pode ser escrito como

m

i—1

Z(—l)’ aixicp-1(ai,az,...,ai-1,qix1,...,am, X2, ..., Xp—-1) =0

i=1
e, portanto, a dependéncia linear de ay,...,a,, segue do Lema 4.18. m|

Observacao 4.20. Pelo teorema anterior as matrizes by,---,b; € Q,(M,(K)) = M,(K) sao

linearmente dependentes, se e somente se, para todo yi,...,ys—1 € A tem -se

CS(bI"” 7bSay1a'” ’ys—l):()

Observe que isso implica que os polindmios fi,-- -, f; sdo localmente linearmente dependentes,

se € somente se

CS(f17'*'7fS’y1""’ys—l) :0

Observacio4.21. Seja Kum corpoinfinitoe seja A = M, (K). Suponhaque fi,..., fs,g1,..-,8 €
K({x1,...,Xx,) sdo tais que para cada a € A", tem-se que fi(a),..., fs(a) ou gi(a),...,g:(a)
sdo linearmente dependentes. Afirmamos entdo que fi,---,f; ou gg,...,g; sdo localmente

linearmente dependente. Na verdade, nossa suposicao pode ser afirmada como

Cs(fl(a)"-"fv(a)’yl’---’ys—l) =0

para todo yi,...,ys-1 € A ou

ci(gi(a),....g(a),y1,...,yi-1=0)
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para todo yi,...,y;—1 € A. Isso implica que o produto dos polindmios

cS(f]a-"’f.hY],-"’YS—l):O € Ct(gl’--',gt’Yla-"’Yl‘—l):O

E uma identidade de A. Estamos, portanto, em posicdo de aplicar o teorema cldssico

de Amitsur (Teorema 2.108) . Logo pela observacdo anterior tem-se que fi(a),..., f;(a) ou
gi(a),...,g:(a) sdo linearmente dependentes.

Como a dlgebra livre K(X) € um dominio, a independéncia linear de fi,..., f; € K(X)
implica na independéncia linear de Afi,...,hf; para todo h € K(X) diferente de zero. O

préximo teorema apresenta resultado semelhante, s6 que para as dlgebras das matrizes n X n.

Teorema 4.22. Seja K um corpo infinito, seja A = M,,(K) com n > 2, e seja h, fi,...,fs €
K(x1,...,Xxn). Suponha que h ndo seja uma identidade polinomial de A. Se fi,...,fs sdo

localmente linearmente independente, entdo o mesmo ocorre com hfi,..., hf;.

Demonstragdo. O caso s =1 segue do teorema de Amitsur acima mencionado. Portanto,
podemos assumir que s > 1 e hfy,...,hfs—1 sdo localmente linearmente independentes. Suponha

por absurdo que A4 fi,...,hfs sdo localmente linearmente dependentes.

De acordo com a observagao acima, tem-se que

CS(hfl’--'7hfS’Yla-'-’YY—1)

¢ uma identidade polinomial de A, isto é
s .
Z (=D hfiYics 1 (Bfis. . hfiot, sty B Yoy Y1) =
i=1

s
= /’ZZ (—l)i_1 fiYics—1(hfi,....hfii,hfiers.. hf, Yo, 0 Y1)
i=1

¢ uma identidade (se s = 2, deve-se entender que ¢ (x) =x). Como % nao € uma identidade, o

teorema de Amitsur implica que o dltimo fator,

g= 2 N (D ey (s it Bty B fss Yo Yoo
i=1
¢ uma identidade. Seja a € A™ e suponha que

h(@) fi(a),....h(a) fs-1(a)
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sdo linearmente independentes. Pela Observacao 4.20, existem y»,...,ys—1 € A, tais que

by=(-1)"""cy_1(h(@) f1(@), ..., h(@) fy-1 (@), Y2, ..., ys-1) £0

Uma vez que o polindmio g € uma identidade polinomial, temos que

fi@yib1+ fr(@)yiba+...+ fs_1(@)y1bs—1 + fs(a)y1bs =0

para todo y; € A e algum by,...bs_1 € A. Como by # 0 isso implica que fi(a),..., fy(a) sdo

linearmente dependentes (Lema 4.18). Assim, mostramos que para cada a € A, tem-se que

h(a) fi(a),...h(a) fi-1(a) ou  fi(a),..., fs(a)

sdo linearmente dependentes. Consequentemente pela Observagao 4.21

hfi,....hfs-1 ou fi,...,fs

sao localmente linearmente dependentes. No entanto, isso contradiz nossas suposi¢oes iniciais.

O

Corolario 4.23. Seja K um corpo infinito e seja A = M,(K) com n > 2. Se f € K(X) ndo é
uma identidade polinomial de A, entdo existe um k € N, com k < n tal que 1, f,---, f* sdo
localmente linearmente dependente, mas f,..., f* sdo localmente linearmente independente.

Em particular, f(A) contém uma matriz invertivel.

Demonstragdo. O Teorema de Cayley-Hamilton nos diz que 1, f,..., f" s@o localmente line-
armente dependentes . Seja k < 7 o menor inteiro positivo tal que 1, f,..., f* sdo localmente

linearmente dependente.

Entao 1, f,...f k=1 ¢30 localmente linearmente independentes e, pelo teorema anterior,
tomando & = f tem-se que f,..., f; também sdo. Portanto, existe um a € f(A) tal que 49l +

Adia+...+,ak=0 para algum 4; € K com Ay # 0. Temos que
-1 1 n—-1
a =——(/111d+/12a+.../1na )
Ao

Portanto, a matriz a € invertivel. m]

Se f € um polindmio central para A = M, (K), entdo f(A) consiste apenas em matrizes
invertiveis e (possivelmente) 0. O exemplo a seguir (veja [30]) mostra que isso também pode

ser vdlido para polindmios ndo centrais.
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Exemplo 4.24. Seja f = [X|,X2]? e A = M,(K). Como é bem conhecido pelo Exemplo 2.92,
[X1,X>]* é um polindmio central para M, (K), na verdade, [a,b]? = —det([a,b])I; para todo
a,b € M»(K), (onde I; é matriz identidade 2 X 2). Chame A = det([a,b])

Portanto, f(a,b) =—A[a,b], e consequentemente, ou f(a,b) =0 ou f(a,b) é invertivel.
Nosso proximo objetivo € provar um teorema relativo a multiplicidade algébrica de autova-

lores de matrizes em f(A). Mas primeiro, algumas preliminares. Chame ad,, a aplicagdo linear

definida por ad,(x) = [a@,x] ( também conhecida como fung¢do adjunta). Note que

k
adg(x) =(adyoady---ad,)(x) = ;(—l)i(f)ak_ixai

k vezes

Fazemos a prova por inducio. E ficil ver que para k = 1 o resultado é vélido. Suponha que

o resultado € verdadeiro para todo n < k, devemos mostrar que vale para k + 1.

ad**(x) = ad® (ax - xa)
k (k . .
= Z(—l)l( ,)ak_’(a/x—xa)a/’
: i
i=0
Sk ok o
:Z(_l)l(( )ak+1_’xa’+(_)a/k”_’xa’alﬂ)
pary i—1 i

k

_ ~1yf k""l S
X
i=0 !

Como queriamos demonstrar. Isso mostra que u® = 0 implica ad*~! = 0.

Lema 4.25. Sejam K um corpo qualquer, A= M, (K) comn > 2, 5 <s <n, eu € My(K) uma

matriz nilpotente, e seja a € A uma matriz da forma

u 0
0 %

onde, 0 e x € M,,_;(K). Entdo, para cada k > 2s— 1, ad* (A) néo contém matrizes invertiveis.

Demonstragdo. Seja

€A.

onde x” € M;(K). Um célculo facil mostra que, para qualquer r > 1
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ad)(x") *

* *

ad}(x) =

Conforme apontado acima, u* = 0 implica aa’,fs‘1 = (. Portanto,

0 %
ad* 1(x) =
*x &
Isso implica que
X 0 =
ad;(x) =
*x x

para cada k > 2s—1. A matriz do canto superior direito tem tamanho s X (n—s). Como

s > n—s, suas linhas sdo linearmente dependentes. Portanto, ad§ (x) ndo é invertivelem A. 0O

Observacao 4.26. Em [14], Herstein afirma que se char(K) =0 , entdo a observacdo de que
u® =0 implica em ad,%s‘1 =0, tem um inverso. Ou seja, se b € A = M,(K) e d > 1 sdo tais
que adg =0 em A, entdo existe uma matriz escalar « tal que u = b — « satisfaz ul(@*D/2] = 0,

Observe que 1sso em particular mostra que adis =0 implica adﬁs_1 =0.

Teorema 4.27. Seja K um corpo com char(K) =0 e seja A = M,(K) comn>2. Se =
f(x1,...,xn) € K(X) ndo é uma identidade polinomial nem um polinémio central de A, entdo
f(A) contém uma matriz tal que a multiplicidade algébrica de qualquer um de seus autovalores

ndo exceda n/2.

Demonstragdo. Suponha que o teorema seja falso. Entdo, para qualquer b € f(A) existe um
autovalor A € K, o fecho algébrico de K, cuja multiplicidade algébrica é s > n/2. Seja p € M, (K)

uma matriz invertivel tal que pbp~' é da forma

A+u O
0 x

onde u € M (K) € uma matriz nilpotente. Pelo lema anterior tem-se que

ad 1, (M, (®)) =ad?y !, (M,(B))

nao contém matrizes invertiveis. Portanto adl%”‘1 (A) também ndo contém matrizes inverti-

veis. Ou seja, nenhuma das matrizes na imagem do polindmio
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ad? N (Xpa) = [fo Lo Lf- L X111

¢ invertivel em A. Portanto, ad?”_1 (Xm+1) € uma identidade de A pelo Corolario 4.23.

Seja d o menor inteiro positivo tal que ad?,(XmH) ¢ uma identidade polinomial de A. Ou
seja, adZ =0 em A para cada b € f(A). Estamos agora em posicdo de usar o resultado da
Observacdo 4.26 acima mencionado. Para qualquer b € f(A) existe uma matriz escalar « tal

que v = b — a satisfaz v(@*1/2 = 0. Isso implica que

ad{™" (x) = ad? ™" (x) = (-1)\ D72 (ddill)%d—”ﬂxv(d—“ﬂ
7

para cada x € A. Portanto adg_l(x) nao € invertivel. Em outras palavras, nenhuma das
matrizes na imagem do polindmio ad?~!(X,,+1) é invertivel. Consequentemente, o corolério
f

4.23 nos diz que ad?‘1 (X;n+1) € uma identidade, o que contradiz a escolha de d. O

Observacio 4.28. Um polindmio é dito 2-central para M, (F) se f> for central, mas f nio
€. O exemplo mais simples é [ X, X»] que € 2-central para M,(F). Acontece que polindmios
2-centrais para M, (F) existem para varios n pares. Obviamente, qualquer matriz na imagem
de tal polindmio tem no médximo dois autovalores. Por outro lado, a partir do teorema 4.27,
inferimos que a imagem sempre contém uma matriz com dois autovalores de multiplicidade

algébrica exatamente 7.

4.2 Um lema sobre conjuntos invariantes sob conjugacao

O primeiro objetivo desta seccdo € provar que para qualquer comutador nas dlgebras das
matrizes pode ser escrito como a soma de 22 elementos de quadrado zero. Comecamos, no

entanto, com uma consideragcdo puramente algébrica de dlgebras de matriz M, (B).

Os trés proximos resultados, foram extraidos de [2].

Lema 4.29. Seja B uma dlgebra unitaria. Entdo, cada elemento em M, (B) pode ser escrito

como e|ey+e3eq —es— eg para alguns idempotentes e; € Mr(B) (i =1,...,6).

0 0 0 1 1 —ain 0 0
ann 1 0 1 0 0 —ajl] 1

Demonstracdo. Temos que

6111(112_16111_10+
ar an 0 O 10
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e todas as matrizes que aparecem no lado direito sdo idempotentes. O

Proposicao 4.30. Seja B uma dlgebra unitdria e n > 2. Entdo, cada elemento em M, (B) pode
ser escrito como e1ey+ezeq+eseq+e7—eg—eg—eg— e para alguns idempotentes e; € M, (B)

ei=1,...11

Demonstragdo. Se n é par, entdo n = 2k para algum k inteiro, e como M,(B) = M,(M;(B))
basta aplicar o lema anterior, para chegar no resultado desejado. Suponhamos agora que n é

fmpar, entdo € da forma n =2k + 1 para algum k > 1. Seja a = (a;;) € M,(B) e defina

ail app - dip 0 O 0
, 0 0 0 ” any 0 0
a = ;al =
0O O 0 a, 0 0
Note que
—1 ar 0— —1 —alz —aij —Aln
, 0 O 0 0O O 0 0
a = _
0 O 0 O 0O O 0
Além disso, temos ainda que
1 0
. ay O
a’ = -
an 0 0 0

e todas as matrizes do lado direito dessas duas identidades sd@o idempotentes. Uma vez que
a—a’—a” estd em uma subdlgebra de M, (B) isomorfa a M»(My(B)), satisfaz a conclusido do

lema anterior. Assim, a = (a—a’—a")+a’+a” pode ser escrito na forma desejada. O

Lema 4.31. Seja B uma dlgebra unitaria e n > 2. Entdo, cada comutador em M, (B) pode ser

escrito como a soma de 22 elementos de quadrado zero.

Demonstragdo. Se e é um elemento idempotente e x € um elemento arbitrario, entdo o comutador

[e,x] é a soma de dois elementos de quadrados zero, a saber

[e,x] =ex(1—e)+(e—1)xe
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Se ¢’ for outro elemento idempotente, entdo [ee, x| pode ser escrito como a soma de quatro

elementos quadrados-zero:

[ee’,x] =ee’x(1—e)+(e—1)e'xe+e'xe(1—¢€')+ (e’ —1)xee’.

Tome um comutador qualquer [y,x] € M,,(B), pela proposi¢do anterior, y € M,,(B) pode ser
escrito como y = ejep +e3es+eseq+e7 —eg—eg—ejg—eq1 onde e)s sdo matrizes idempotentes.

Logo
[y,x] = [e1e2,x] + [e3e4,x] + [ese6,x] + [e7,x] — [es,x] — [e9,x] — [e10,x] — [e11,x]

Pela duas equagdes anteriores tem-se que [y, x| € escrito como soma de 22 elementos de quadrado

ZEro. O

O préoximo lema revela a ideia principal na qual esta seccao se baseia. O resultado serd
utilizado para T = f(A), mas enunciamos para um subconjunto qualquer 7' invariante por

conjugacgao, pois o resultado pode ser de interesse independente

Lema 4.32. Seja K um corpo com char(K) # 2, seja B uma dlgebra unitaria e seja A = M, (B)
comn > 2. Se um subconjunto T de A for invariante sob conjugacdo por elementos invertiveis

em A, entdo:

1. Qualquer elemento da forma [t,u), onde t € T e u é um elemento tal que u> =0 em A,

encontra-se em T —T ={t—t', tal quet,t’ € T}.

2. Qualquer elemento da forma [t,[x,y]], comt €T e x,y € A, é uma soma de 22 elementos
deT-T.

3. Se T contiver elementos t,t;, de modo que [t,t,] é invertivel em A e, para algum k > 1,
cada elemento em A é uma soma de k comutadores e um elemento central, entdo cada

comutador em A é uma soma de 1936k* +22k elementos de T —T.

4. Se B=K é um corpo algebricamente fechado e T contém uma matriz t tal que a multi-
plicidade algébrica de qualquer um de seus autovalores ndo exceda n/2, entdo todos os

elementos de quadrados igual zero em A pertence em T —T.

Demonstragdo.
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1. Como u? =0, temos que (1- %)_1 =1+ % portanto

(-2 0404

O que mostra que [t,u] € T-T.

2. Isso segue de (a) e do lema 4.31, que afirma que todo comutador em A € uma soma de

22 elementos de quadrados zero.

3. A prova € baseada na identidade

[w,z] = [[t2,wlt1,02] 7 2] = [[t2, wltr, 0] 7 1), 2] + [t 2t w1, 12] ']

a qual pode ser verificada por um cdlculo direto. Esta identidade mostra que tomando
x1=wltt] ™, x2 =iz, x3 =wlti,t2] 711, xa = z € x5 = z[t2,w[t1,22] 7' ]] 0 comutador

[w, z] de quaisquer dois elementos w e z de A pode ser escrito como

[[£2,x1],x2] + [[t2,x3], x4] + [£1,X5]

para alguns #; € T e x; € A. Usando o item anterior (parte 2), junto com nossa suposicao
de que cada elemento em A € uma soma de k comutadores e um elemento central, vemos
que cada comutador [f,x],comt €T e x € A, é uma soma de 22k elementos de 7 —T.

Consequentemente, cada comutador [w,z] € uma soma de
2-(22k)%+2(22k)% + 22k = 1936k> + 22k
elementosde 7 —T.

4. Sejam A1,...,4,, r > 2, autovalores distintos de . Como 7 € invariante sobre conjugacao,

assumimos que

1), 0
0 ¢
t= =
0 0 t/l,

onde ), € uma matriz triangular superior tendo A; como diagonal. Por hipétese, o tamanho
de qualquer #,, ndo excede n/2 . Sem perda de generalidade, podemos supor que 7, e t,,

tém tamanho maior ouigual at,,,...,%,, .
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Seja

0 d
00

u=

onde a matriz do canto superior esquerdo (resp. inferior direito) tem tamanho |n/2] X
[n/2] (resp. |[(n+1)/2| x| (n+1)/2]]) ed é |n/2] X |[(n+1)/2] matriz com entradas

arbitrarias d; na diagonal principal e zeros em outro lugar (a tltima coluna de d é, portanto,

rp x*
=
0 1

onde #; € de tamanho [n/2] X [n/2] e t; € de tamanho [(n+1)/2] X [(n+1)/2]. Especifi-

zero se n for impar). Escreva

camente,
] ”
1, 0 0 t 1 0
: 0 1. 0
1= ; b= -
0 1A 0 0
0 0 tjlj | 0 0 I,
onde
v, %
t/lj = 4 .
0 ¢ 1

( Note que ¢ pode ser zero; de fato, se r =2, entdo ¢/ € zero, jd que 7,, tem tamanho
J J

maximo de [n/2]). Note ainda que

0 nd-dn
[t,u] =
0 0

e t1d — dty € uma matriz de tamanho [n/2] X [(n+1)/2] com zeros abaixo da diagonal
principal e entradas da diagonal principal iguais ao produto de d; e a diferenca de dois au-
tovalores distintos de 7. Outra propriedade de que precisamos é que d; =0,i=k,...,[n/2],

implica que a i-ésima linha de ¢d — dt;,i = k,--- [n/2] é zero.

Tudo isso mostra que podemos escolher d de forma que #;d — dt, tenha qualquer rank

entre 0 e [n/2]. Obviamente, [#,u] € uma matriz de quadrado zero de mesmo rank que
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a matriz t;d — dt,. Observe que u? = 0, portanto [z,u] reside em T —T pelo item (a)
deste lema. Uma vez que qualquer matriz quadrada zero em A tem rank no maximo
[n/2] e duas matrizes de quadrado zero tém o mesma rank se e somente se forem
semelhantes (observagdo 2.27), a conclusio desejada de que T —T contém todas as matrizes
de quadrado zero, segue do fato de que esta conjunto € invariante sob conjugacdo por

matrizes invertiveis.

O

Observacao 4.33. O nimero 22 no item (2) do lema anterior pode nao ser o menor possivel.
Em particular, se B =K, entdo ele pode ser substituido por 4, como veremos na préxima secg¢ao.
Consequentemente, 0 ndmero 1936k2 + 22k no item (3) pode ser, neste caso, substituido por
2(4)? +2(4)? +4 =68, desde que char(K) = 0 ou ndo divida n. Isso ocorre porque toda matriz
com trago zero pode ser escrita como um comutador [26, 3], portanto, podemos tomar k = 1 sob

essas suposigdes.

4.3 Teoremas principais e seus corolarios

Vamos agora considerar a situacdo em que 7 = f(A). Como acima, nés escrevemos

f(A)=f(A)={t—1t"tal que 1,t' € f(A)}.

Combinando alguns resultados das seccdes anteriores, podemos agora provar nosso primeiro

resultado principal.

Teorema 4.34. Seja K um corpo infinito com char (K) # 2, sejan > 2, seja f = f(X1,...,Xm) €
K(X) um polinémio que ndo é uma identidade polinomial nem é um polinomial central de
M, (K), seja k > 1, e B uma K-dlgebra com unidade, tal que cada elemento em A = M,(B) é
uma soma de k comutadores e um elemento central. Entdo, todo comutador em A é uma soma
de 1936k? +22k elementos de f(A) - f(A).

Demonstragdo. Pelo Lema 3.21 parte (2), o polindmio f nio é uma identidade de M, (K).
Portanto, o Corolério 4.23 nos diz que f(M,(K)) contém uma matriz invertivel. Ou seja,

existem t1,1; € f(M,(K)) de forma que [¢1,#,] é invertivel em M, (K).

Como M, (K) € uma subdlgebra (unitdria) de A, podemos considerar ¢; e t; como elementos
de f(A) cujo comutador [f1,7;] € invertivel em A. Finalmente, como f(A) é invariante sob

conjugacdo, o teorema segue do Lema 4.32 item (3) aplicando a 7' = f(A). O
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Iremos abordar agora um pequeno resultado extraido de [8] sobre anéis (ou dlgebras) de

endomorfismo de infinitas somas diretas e produtos de cépias de um médulo fixo .

Proposicao 4.35. Seja R um anel, N um R-modulo a direita, £ um conjunto infinito e M = @qN
ou M =[]gN. Entdo Endgr(M) = [x,Endgr(M)] para algum x € Endgr(M). Se Q =N, entdo

X pode ser considerado o operador de deslocamento.

O préximo teorema, apresenta um resultado sobre comutadores em anéis de matriz. E sera

util para os préoximos coroldrios.

Teorema 4.36. Seja R um anel com unidade e n um inteiro positivo. Entdo existem matrizes
X,Y € M,,(R) de modo que para toda matriz A € M,,(R) de traco 0, tem-se que A € [ X, M,(R)] +

[Y,M,(R)]. Especificando, escrevendo e;; para as matrizes unitdrias, pode-se tomar

n—1
X=) e, e Y=epy
i=1

n—1 n—1
Demonstragdo. Seja A = (a;j) e X = Z eisli,Z = Z eii+1, temos que
i=1 i=1

ZX =ejjtep+...+e, 11
Consequentemente
ZX =1-eu. (4.1)

Também paral € {0, 1,...,n— 1} tem-se que

n—1

Z E; i+l

i=1

[ [
emX AZ €nn = €nn ennenn—lAen—ln =ap—In-1€nn

Portanto
ennXlAZlenn =dn—In-1€nn (42)

Agora tome
C=A+XAZ+...+X"1Aaz+!

Entdo pela equacdo (4.1), tem-se que
[CZ,X|=CZX-XCZ=C(I-e,,)—-XCZ

Além disso, como X" =0 tem-se que C — XCZ = A, consequentemente [CZ,X] = A —Ceyy,.

Notamos que Ce,, ¢ uma combinacao linear de ey,,ea,,...,e,-1,. De fato, pela equacdo 4.2 e
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uma vez que o traco de A € igual a zero, tem-se que
enmCenn = (ap+an—1p-1+...+ap)eu,;, =0

Definindo Y = e,,, temos para cada i € {1,2,...,n— 1}, €;, = ¢;Y —Ye;,. Portanto, Ce,, =

[Cenn,Y] e, portanto, A = [CZ, X ]|+ [Ceyp, Y. O

Corolario 4.37. Seja K o corpo de caracteristica 0, seja f € K(X) um polinémio que ndo é
uma identidade nem um polinomio central de M, (K), e seja C uma dlgebra comutativa unitdria.

Entdo, todo comutador em A = M, (C) é uma soma de 7788 elementos de f(A)— f(A).

Demonstragcdo. Como K tem a caracteristica 0, podemos escrever todo x € A como a soma da
matriz de traco zero x — @I d e a matriz @I d que estd no centro de A. Pelo Teorema 4.36,
todo matriz de traco zero € a soma de dois comutadores. Portanto, as condi¢des do Teorema

4.34 sdo atendidas para k = 2. O

Observacao 4.38. Para muitas dlgebras comutativas, toda matriz sem traco em M, (C) é na
verdade um comutador. Entdo tomando k£ =1 o caso do Teorema 4.34 se aplica, de modo que
o numero 7788 pode ser substituido por 1958. Se C = F, entdo vemos na observacao 4.33 que

esse numero pode ser reduzido ainda mais para 68.

Corolario 4.39. Seja K um corpo infinito com char(K) # 2, seja V um espaco vetorial de
dimensdo infinita sobre K, e seja f € K(X) um polinomio ndo constante. Entdo, cada elemento
em A = Endp(V) é uma soma de 1958 elementos de f(A) — f(A).

Demonstragcdo. Escolhaum n > 2 tal que f ndo € uma identidade polinomial nem um polindémio
central de M,,(K) (ver Exemplo 2.87). Como V € isomorfo a V", a soma direta de n copias de
V, Endp(V) é isomorfo a M, (Endp(V)). Pela Proposicdo 4.35, cada elemento em End(g(V))

¢ um comutador , logo podemos aplicar novamente o Teorema 4.34 para k = 1. O

Para o tipo de problema tratado aqui, a dlgebra Endr(V) com V de dimensao infinita parece
ser mais facil de lidar do que a dlgebra matricial M,,(K). Na verdade, todos os seus elementos sao
comutadores e nao tem identidades polinomiais, portanto, ndo ha necessidade de distinguir entre
diferentes polindmios. Pode-se entdo perguntar se f(Endp(V)) € realmente igual a Endp(V)

para qualquer polindmio ndo constante f. O préximo exemplo mostra que isso ndo € verdade.

Exemplo 4.40. Seja V um espaco vetorial de dimensdo infinita enumerdvel sobre um corpo
K, e seja A = Endp(V). Tome qualquer base {e},e2,...} de V. Seja [ € A um operador de

deslocamento a esquerda, isto é, definido por/(e;) =0el(e,) = e,— paracadan > 1. Afirmamos
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que [ ndo € igual ao quadrado de um elemento em A. Suponha que isso ndo seja verdade. Seja

h € A tal que [ = h?. Escreva
h(el) =Adie;+Arer+...+Age;

onde A; € K. Como [ = h* comuta com h, entio tem-se que (I o h)(e;) = h(l(ey)) =0,
consequentemente
(Ioh)(er) =A2e1+...+A5e5, =0

Como temos uma combinagdo linear dos elementos da base, segue que A, = --- = A, =0 e segue
que h(e1) = Aje;. No entanto, como h%(e;) = I(e;) =0, isso sé possivel quando %(e;) = 0.

Continuamos examinando /(ez).Sejam ujy, ..., u, € K tais que

h(ez) = prer+poea+...+pqeq

Como
[(h(e2)) = h(l(e2)) =h(e1) =0

Temos que

Moe1+...+Uugeq4-1 =0

Portando uo»,...,us =0 e por consequéncia h(e;) = uje;. Mas entao

e1=1(e2) = h(h(ez)) = p1h(e1) =0

Uma contradi¢do.

Mostramos assim que / nio estd na imagem do polindmio f(x) =x2. Em particular,

f(Endg(V)) # Endg (V). Observamos que isso ainda é verdade se V € de dimensao finito. De
fato, uma matriz nilpotente a € M, (K) de nil indice maximo nao pode ser escrita como b? para
algum b € M,,(F). Para provar isso, observe que a = b? implica b>"* = " = 0 e, portanto, b" =0,

o que leva a contradi¢ao de que avl=pn2=.

Teorema 4.41. Seja K um corpo algebricamente fechado com char(K) =0, seja A = M,,(K)
comn 22, eseja f € K(X) um polinémio que ndo é uma identidade nem um polinémio central

de A. Entdo f(A)— f(A) contém todas as matrizes de quadrado zero em A.

Demonstragdo. Observe que pelo Teorema 4.27, f(A) contém uma matriz tal que a multiplici-
dade algébrica de qualquer um de seus autovalores ndo exceda n/2. Por outro lado, pelo Lema

4.32, parte 4 segue que todos os elementos de quadrados igual zero estao f(A) — f(A). O
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Proposicao 4.42. Toda matriz nilpotente pode ser escrito como uma soma de duas matrizes de

quadrado zero.

Demonstragdo. De fato, seja Y uma matriz nilpotente, note que Y tem autovalor nulo e seu

polindmio caracteristico é da forma p7(x) =x". Seja J a matriz de Jordan de Y, tem-se que

n-1
J= Zaiei,m, a € {O, 1}
i=1

n-1 n—1
= Z @zi€2i2i+1 + Z Q2i—1€2i-12i
i=1 i=1

Logo J € escrito como a soma de duas matrizes de quadrado zero, e consequentemente Y ¢

escrito como uma soma de duas matrizes de quadrado zero.

O

Teorema 4.43. Seja F um corpo com char(F) =0, e A € M,(F) uma matriz quadrada com

traco zero. Entdo, A é a soma de quatro matrizes de quadrado zero.

Demonstragdo. Seja A uma matriz de trago zero de M, (F). O caso quando A =0 € 6bvio e nds

o descartamos de agora em diante.

Suponha primeiro que A seja uma matriz escalar. Sem perda de generalidade, podemos

assumir que A = I,,. Como tr(A) =0, obtemos que F' tem caracteristica positiva, o que € absurdo.

Logo o unico caso a se considerar é quando A ndo € uma matriz escalar. Note que pela
Proposicdo 3.4, A € semelhante a uma matriz com apenas zeros na diagonal principal. Seja

A =PBP~! tal que B é a matriz com apenas zeros na diagonal principal.

Dividindo B na soma de sua parte triangular estritamente superior U e sua parte triangular
estritamente inferior L, temos que A = PUP~!+ PLP~!. Portanto se decompde na soma de duas

matrizes nilpotentes.

Pela proposic¢ao anterior, cada matriz nilpotente se escreve como uma soma de duas matrizes

de quadrado zero. Logo A € escrito como soma de quatro matrizes de quadrado zero.

O

Corolario 4.44. Seja K um corpo algebricamente fechado com char(K) =0, seja A = M,,(K)
comn 22, e seja f € K(X) um polindmio que ndo é uma identidade nem um polinémio central

de A. Entdo toda matriz de traco zero em A é uma soma de quatro matrizes de f(A) — f(A)
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Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 4.43 que afirma que toda matriz de traco zero é uma
soma de quatro matrizes quadradas zero, e em seguida o Teorema 4.41 que afirma que todas as

matrizes de quadrado zero estdo contidas em f(A) — f(A). O

Dizemos que os polindmios f, g € K(X) sao ciclicamente equivalentes se f —g é uma soma

de comutadores em K(X)

Corolario 4.45. Seja K um corpo algebricamente fechado com char(K) =0, seja A = M,,(K)
comn 22, e seja f € K(X) um polinémio que ndo é ciclicamente equivalente a uma identidade
de A e ndo é um polinémio central de A. Entdo, cada matriz em A é uma combinagdo linear de

nove matrizes de f(A).

Demonstragdo. Por [7, Coroléario 4.7], existe um a € f(A) cujo traco nao é 0. Escreva x € A

como

_tr(x) . (x _tr(x) a)

*= tr(a) tr(a)

tr(x)
tr(a) a.

e aplique o Coroldrio 4.44 a matriz sem trago x —

Este coroldrio também € vdlido para corpos que ndo sido fechados algebricamente, mas

temos que substituir o nimero 9 por 2- 68 + 1 = 137 (ver Observagao 4.38).

Exemplo 4.46. Seja char(K) =0. Se f=[X,Xo]+ %, entdo toda matriz em f(M,(K)) tem
traco igual a 1. Consequentemente, apenas matrizes cujo traco € um maultiplo inteiro de 1
pertencem ao subgrupo aditivo gerado por f(M,(K)). Isso mostra que, ao contrario de outros
resultados desta se¢do, o envolvimento de combinacdes lineares com coeficientes no corpo K
€ necessdrio no coroldrio 4.45. Além disso, também mostra que os principais teoremas € seus
coroldrios devem envolver diferengas (ao invés de apenas somas) de elementos da imagem de

um polindmio.

Na verdade, uma soma de matrizes de f(M,(K)) nunca € uma matriz sem traco. Pode ser
mais esclarecedor dar um exemplo de um polindmio com termo constante zero: se g = [ X1, X»] 4
entdo uma soma de matrizes de g(M>(R)) nunca é uma matriz com trago negativo. De fato,

como [x;,x2]% é central (Exemplo 2.10), tem-se que [x1,x2]% = Al,, logo [x1,x2]% = A%1,.

E conhecido que um polindmio central de M, (K) é uma identidade de My (K) para todo

k < n. Portanto, se um polindmio nio € uma identidade nem um polindmio central de M;(K),
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entdo o mesmo vale para M,(K) para todo n > 2 . O préximo resultado, portanto, segue

facilmente do coroldrio 4.44, entdo 0 enunciamos sem prova.

Corolario 4.47. Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0 e seja f € K(X)

um polindmio que ndo é uma identidade nem um polinémio central de M,(K). Se
A= n M, (K)
n=2

(ou seja, A é o produto direto de todas as dlgebras de matriz M,,(K) com n > 2), entdo

cada comutador em A é uma soma de quatro elementos de f(A)— f(A). Em particular,

[A,A] Cspanf(A).

Os resultados acima mostram basicamente que para a dlgebra A = M, (K), existe um inteiro
positivo n tal que todo comutador (ou mesmo todo elemento) em A pode ser expresso por n
elementos da imagem de qualquer polindmio f que satisfaca as restri¢des necessarias. O ponto
principal é que n € independente de f bem como do tamanho das matrizes. No entanto, qual é

o n minimo? Mais precisamente, pode-se fazer a seguinte pergunta.

Questao 4.48. Qual é o menor niimero que pode substituir o niimero que aparece nos Coroldrios

4.37,4.39, 4.44 e 4.45 respectivamente (ou seja, 7788, 1958, 4 e 9, respectivamente)?

Nesta sec¢ao dedicamos essencialmente a prova da existéncia deste nimero, mas a sua
determinagdo fica como um problema em aberto. Os nimeros de quatro digitos acima foram
obtidos por um método um tanto grosseiro, segundo Bresar em [9], esse nimero pode ser
substancialmente reduzidos. O método que deu origem aos nimeros 4 e 9 era mais sofisticado,

mas mesmo assim € dificil acreditar que sejam os menores possiveis.
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