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Resumo

A partir da década de 90 com a descoberta de que o Universo se expande de forma
acelerada, diversas tentativas com o intuito de explicar a natureza do mecanismo que causa
essa aceleragao foram realizadas. Até o presente momento, as observagoes cosmoldgicas
reforgam a consolida¢ao do modelo cosmolégico A Cold Dark Matter (ACDM) como o
mais adequado para explicar a dindmica do Universo. Esse modelo assume um fluido
de pressao negativa conhecido por constante cosmoldgica como causa para a expansao
acelerada. No entanto, esse modelo ainda é incipiente para explicar de forma satisfatoria
esse mecanismo, impelindo a busca por modelos alternativos. Neste sentido, este trabalho
explora uma das maneiras de abordar esse problema, ao considerar teorias de gravidade
modificadas do tipo f(R,T), onde R é o escalar de Ricci e T' o trago do tensor energia
momento, que permite obter solugdes cosmologicas para explicar a evolugao do Universo sem
a necessidade de assumir uma constante cosmoldgica. Para isso é necessario particularizar
uma fungao f(R,T). Aqui fazemos o contrario, ao invés de escolher uma forma para
essa funcao, buscamos reconstrui-la ao usar os Processos Gaussianos, uma técnica de
regressao nao-paramétrica, aplicados a medidas observacionais que caracterizam a evolucao
da expansao do Universo. Esse procedimento permite encontrar a forma analitica de
f(R,T) de uma maneira independente de modelo cosmolégico unicamente através de

dados experimentais.

Palavras-chave: Relatividade Geral; Gravidade Modificada; f(R,T'); Processos Gaussia-

nos; Cosmologia.






Abstract

Since the 90s, with the discovery that the Universe expands at an accelerated rate, several
attempts were made to explain the nature of the mechanism that drives this expansion. To
date, cosmological observations reinforce the A Cold Dark Matter (ACDM) cosmological
model as the most adequate to explain the dynamics of the Universe. This model assumes a
negative pressure fluid known as the cosmological constant as the cause for the accelerated
expansion. However, this model is not sufficient to well explain the accelerated expansion,
pushing searches for alternative models. In this sense, this work explores one of the ways
to approach this problem, when considering modified gravity theories like f(R,T) gravity,
where R or the Ricci scalar and T the trace of the energy-momentum tensor, which allows
obtain cosmological solutions to explain an evolution of the Universe without the need to
assume a cosmological constant. For this it is necessary to particularize a function f(R,T).
Here we do the opposite, instead of choosing a functional form for the f(R,T) function
we use Gaussian Process, a non-parametric regression technique, applied to measures
that characterize an expansion of the Universe to reconstruct the f(R,T) function. This
procedure allows an analytical shape of f(R,T) in a cosmological model-independent way

exclusively through experimental data.

Keywords: General Relativity; Modified Gravity; f(R,T'); Gaussian Process; Cosmology.
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1 Introducao

De acordo com os avancos tecnoldgicos que permitiram a Cosmologia moderna
inferir medidas com altissima precisao, o Universo passou por dois periodos de expansao
acelerada. O primeiro ocorreu logo apds o Big Bang e é conhecido por Inflagao Cdsmica.
O segundo, que comegou em uma época mais recente — em termos de tempo cosmico —,
apo6s a era da matéria, é causado por uma componente desconhecida chamada de energia

escura [1].

Ao longo das tultimas décadas, o conjunto de medidas observacionais coletadas
até entao corroboram para reforcar um modelo tedérico muito bem estabelecido para o
Universo observavel, conhecido como A Cold Dark Matter, ou ACDM. Embora seja a
teoria que melhor explica os observaveis, ainda ha alguns problemas que ela nao consegue
resolver. De acordo com esse modelo, o segundo periodo acelerado do Universo nao pode
ser explicado através da matéria ordinaria sendo necessario uma componente com pressao
negativa [2]. Essa componente tem como origem a energia de vacuo da Fisica de Particulas.
Contudo, para o caso da energia escura, o valor obtido para sua densidade de energia

apresenta uma grande discrepancia em relagao ao valor predito pela Teoria de Campos.

Para resolver esse problema, ha duas principais abordagens: a primeira consiste
em atribuir um campo escalar como responsavel pela aceleracao da expansao cosmica,
geralmente modificando o tensor energia-momento nas equagoes da Relatividade Geral; a
segunda corresponde as teorias de gravidade modificada, nas quais propoe-se alteracoes na
Teoria Geral da Relatividade resultando em alteragoes no contetido geométrico da teoria
[1].

Este trabalho tem como foco discutir a segunda perspectiva ao considerar corregoes
em ambos os lados das equagoes de campo — ou seja, na parte geométrica e na fonte de
matéria — através do uso de teorias f(R,T), sendo R o escalar de Ricci e T o tensor
energia-momento, mais precisamente na forma f(R,T) = R+ 2f(T), de maneira que seja
possivel obter modelos cosmol6gicos e reconstruir a fun¢ao f(7T') de forma nao paramétrica

utilizando Processos Gaussianos — método nao-paramétrico para regressao nao-linear.

A construcao deste trabalho sera fundamentada em obter as equagoes de campo
para uma teoria de gravidade modificada centrada em uma func¢ao f(R,T), como também
obter a equagoes de Friedmann e da aceleragao associadas. Em seguida, apresentar a o
método dos Processos Gaussianos e como esses algoritmos sao construidos. Posteriormente
aplicar a técnica a medidas observacionais do parametro de Hubble em termos de redshift,
H(z), inferidas através da evolucao passiva de galaxias vermelhas — Cronoémetros Cosmicos

— e do pico das Oscilagoes Actusticas de Barions para reconstruir a taxa de expansao do
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Universo para redshifts baixos através da evolugao de H(z). Isso permitird reconstruir
uma familia de teorias f(R,T) e compara-las com os dados observacionais e também com

o atual modelo cosmoldgico de concordancia — ACDM.
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2 Relatividade Geral

As teorias de gravidade do tipo f(R,T), propostas por Harko et al. [3] consistem
em modificar a forma da acao gravitacional para uma funcao arbitraria dependente do
escalar de Ricci R e do traco do tensor energia-momento 7'. Nesse sentido, é didaticamente
interessante revisar como obter as equagoes de campo da Relatividade Geral propostas por
Einstein, como também verificar como essas equagoes possibilitam propostas de modelos

cosmologicos para descrever a dinamica do Universo e em seguida fazer o mesmo para a

gravidade f(R,T).

2.1 Gravitacao de Einstein

Uma das formas de obter as equagoes de campo da Gravitacao de Einstein é através
do principio variacional. Seja a acado S a integral sobre o espaco-tempo de uma densidade
lagrangiana, para avaliar a interacao entre matéria e geometria espago-temporal, usa-se a
seguinte forma para a acao:

S:H;TSH—FSM, (2.1)
sendo Sy a agao de Einstein-Hilbert, Sy = [ R\/—g d*z — onde R é o escalar de Ricci e g
¢ o determinante do tensor métrico — e Sy ¢ a agdo da matéria, Sy = [ L/—g d*x, com

L representando sua respectiva densidade lagrangiana [4].

Ao variar a acao (2.1) com respeito ao inverso do tensor métrico, tem-se:

s = [ 5<¢——9R>+w——gc>] S

| 160 dgm dgHv
o _\/_g oR R 5\/_g 5(\/_g£) uv 34
05 = / | 167 dgv * 16w dgrv * ogH 09" d

de maneira que, pelo Principio de Hamilton, o qual estabelece que a agdo que representa
evolucao temporal de um sistema dinamico nao sofre alteracao diante pequenas variagoes,
ou seja a eq.(2.2) é valida para qualquer g, ontem-se:

R n R 5\/—_g:_ 167 (6\/—_g£)' (2.3)
I V=g g

Como o lado direito da eq.(2.3) é um tensor simétrico com dimensao de densidade de

energia, convencionou-se chamé-lo de tensor energia-momento, sendo [4]:

_ 2 (6y/=gL)
Tow = == (2.4)
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Em seguida, ao considerar a variacao do escalar de Ricci e do determinante do

tensor métrico em relacao a ¢g"” como sendo respectivamente:

R

Sgnv By
L oeg ]
V=g sgm 2%

a eq.(2.3) torna-se:
1
G = Ry — igWR = 8nT,,, (2.5)

conhecida como equacoes de campo da Relatividade Geral onde G, ¢ o tensor de Einstein.
Essa equacao estabelece uma relagdo entre a geometria e a matéria do Universo, o lado
esquerdo relaciona-se com a configuracao geométrica do espaco-tempo e o lado direito com

o conteudo de matéria.

Com a descoberta de que o Universo expande-se de forma acelerada em 1998 por
dois grupos de pesquisa distintos [5, 6], no cendrio cosmoldgico introduz-se um termo
nas equagoes de campo conhecido por constante cosmoldgica representado pela letra A.
Esse termo seria a explicagdo mais simples para o mecanismo que da origem a essa
aceleragao, amplamente chamado de energia escura. Com isso, A é interpretada como
uma das componentes do Universo, porém, ao contrario das demais, apresentando pressao

negativa. Portanto as equagoes de campo de Einstein sao finalmente escritas como:

G + ANgu = 87T, (2.6)

Embora a constante cosmoldgica seja uma boa candidata para explicar a expansao
acelerada do Universo [2], quando comparam-se os valores para a energia quantica do
vacuo obtidos por dados cosmolbgicos com os calculados pela fisica de particulas, obtém-se
uma discrepancia que expoe a necessidade de considerar outros modelos para a energia
escura. Uma das abordagens para lidar com esse problema é considerar uma teoria de

gravidade modificada para resolver o problema da constante cosmoldgica.

2.1.1 As equacoes de Friedmann

Para descrever o Universo em largas escalas, primeiramente, é necessario estabelecer
como calcula-se a distancia entre dois pontos no espago-tempo a partir de um elemento de
linha adequado. Sendo assim, usa-se a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker
(FLRW), adequada para descrever qualquer espago-tempo fundamentado no principio
cosmoldgico, no qual considera o Universo como sendo espacialmente homogéneo e isotrépico
—nao hé localizagdo nem dire¢ao privilegiada no Cosmos [7, 8]. A métrica FLRW é escrita
em coordenadas esféricas da seguinte maneira:

1
2 _ 23,2 2 2 2 (02 20 712
ds* = c“dt” — a(t) 1—kr2dr +r (dQ + sen“0d¢ ), (2.7)
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sendo t o tempo césmico, que esta associado ao tempo medido por um observador que
vé o Universo expandindo-se uniformemente ao seu redor; a(t) é o fator de escala, um
termo introduzido para descrever a expansao ou contracao do Universo com o tempo; k
¢é determinado pela geometria espacial do Universo, sendo k = 0 para plana, k = 1 para

esférica e k = —1 para hiperbdlica — figura 1.

Figura 1 — Trés superficies com valores diferentes para o parametro de curvatura k: na
primeira, onde k£ = 0, linhas paralelas permanecem paralelas indefinidamente;
na segunda, k£ = 1, linhas paralelas eventualmente se encontram; por fim, na
terceira, k = —1, as linhas paralelas nunca se encontram. Imagem adaptada de

[9].

Ao aplicar a métrica FLRW nas equagdes de campo de Einstein, obtém-se as relagoes
que caracterizam um modelo cosmoldgico. Da eq.(2.7), pode-se escrever explicitamente as

componentes do tensor métrico:

Joo = 1;
—a?
g1 = g
(- 2k) (2.8)
g22 = —a27‘2;
g3z = —a’r’sen’d.

A partir das componentes acima, é possivel calcular os simbolos de Cristoffel * e conse-

quentemente obter as componentes nao-nulas do tensor de Ricci,

Roo = —32;

a

o 2d® 2k (2.9)
Rij = — a"'?‘i‘? Gij

sendo 7,7 = 1,2,3. Dado que o escalar de Ricci é a segunda contragao do tensor de

& Conlferir apéndice A
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Riemann, tem-se:

R = g’“’RW,
~ @ N aj N ﬁ (2.10)
N a a® a?)’

Com isso, escreve-se as componentes temporal e espacial do tensor de Einstein

.2 k
G00:3<a +>,

a?  a?

2.. .2 k
Gz‘j:<a+a+ )gw

como sendo:

(2.11)
a  a  a
A escolha da métrica implica em algumas restrigoes para a forma do tensor energia-
momento 7}, [8]:
« Dado que a métrica é isotrépica, o fluido descrito pelo tensor energia-momento nao

pode violar a isotropia;

« Como a parte espacial do tensor de Einstein é proporcional a métrica, T;j; também

deve ser;

+ O tensor energia-momento deve ter dependéncia temporal assim como G,

Sendo assim, nesse trabalho considera-se o Universo comporta-se como um fluido perfeito,

dessa forma o tensor energia-momento é dado por:
T,uu = (P + p) UpUy — PYuw » (212)

sendo p e p sao respectivamente a densidade de energia e pressao totais, e a quadrivelocidade
u, = (1,0,0,0) satisfaz as seguintes condigoes u,u* = 1 e u*V,u, = 0, sendo V, a derivada
covariante definida como V,A* = 9, A" + I't A*. Usando a definicao do tensor energia-
momento juntamente com as componentes do tensor de Einstein é possivel escrever as

equacoes de Friedmann e da aceleracao respectivamente:

a\ > 8tp 3k A

w=(0) = Faty (2.13)
a 47 A
e LA (2.14)

de maneira que tanto a pressao quanto a densidade de energia totais podem ser decompostas
em termos das respectivas componentes consideradas no modelo cosmolégico. A primeira
equacao, descreve a taxa de expansao do fator de escala, em funcao da densidade de
energia, através do parametro de Hubble H. Enquanto que, a segunda equagao caracteriza
a taxa de aceleragao do fator de escala em funcao da densidade de energia e pressao totais

do Universo.
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2.1.2 O modelo ACDM

O modelo cosmoldgico mais bem sucedido até o momento em explicar os dados
observacionais cosmologicos é conhecido por ACDM — sigla para A Cold Dark Matter.

Para esse modelo, o Universo é composto de:

o Matéria baridnica: Em esséncia matéria nao-relativistica, consiste no ingrediente
necessario para a formacao de planetas, estrelas, galaxias e nuvens de gas. A pressao
dessa componente é desconsiderada, p = 0, e sua densidade de energia decai de

acordo com a seguinte relagio: p < a=2 [6, 10];

o Matéria escura: A pressao desta componente também é desconsiderada e sua
densidade de energia evolui de forma similar a da matéria baridénica. Uma de suas
propriedades ¢é a capacidade de aglomerar estruturas e explicar diversas observagoes
astrofisicas, como a distribuicdo de matéria em largas escalas. Uma das varias
candidatas a particulas que compoe a matéria escura sao as particulas massivas de
interacdo fraca — termo traduzido da sigla em inglés WIMPs —, pois interagem com

as componentes restantes apenas gravitacionalmente [11, 10];

« Radiacao: Usada para descrever fétons e outras particulas relativisticas. Nesse caso,
considera-se sua pressao como sendo p = p/3 e sua densidade de energia decai com
—4 )
po<a™ [7, 6];

« Constante cosmoldgica: A evidéncia observacional de que o Universo se expande de
forma acelerada pode indicar a presenca de uma constante cosmolégica com pressao
negativa, p = —p. Essa é a descricao mais simples para o mecanismo causador dessa

aceleragao: a energia escura. [7, 6].

Ao definir o parametro adimensional de densidade [6, 11]:

)
Perit

Q=" (2.15)

sendo p.+ = 3H?/87 a densidade de energia necessaria para caracterizar o Universo
espacialmente plano, pode-se escrever a equacao de Friedmann para o modelo ACDM em
termos do redshift z — uma medida de distancia muito usada na cosmologia, associada
ao desvio para o vermelho sofrido pela radiacao eletromagnética por conta da expansao
coHsmica:

H?(2) = Hy [Qo(1+ 2)" + Quo(1 + 2)* + Quo(1+ 2)7 + D, (2.16)

onde €2, representa o parametro adimensional de densidade relacionado a radiacao, €2,,9
corresponde ao parametro adimensional de densidade total de matéria — barions e matéria

escura —, 2,0 0 parametro adimensional de densidade de curvatura do Universo e €25 esta
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associado a energia escura. O subindice 0 indica que sao os valores medidos no tempo

presente para os parametros.

Ao usar os dados mais recentes para os parametros cosmolégicos da sonda Planck
[12], um experimento espacial usado para estudar o Universo primordial, Hy = 67,4 +
0.5 km/s/Mpc, Qo = 0.315£0.007 e Q4 = 0.68 + 0.9 para plotar o parametro de Hubble
em fun¢ao do redshift através da equagao 2.16 — figura 2 —, é possivel perceber que a
evolugao de H(z) estd de acordo com as medidas observacionais para o parametro de
Hubble. Essas medidas sao provenientes de dois métodos distintos que serao abordados

em um capitulo posterior.

250
— ACDM
¢ (z) data /«
200

150

2) (km s~ Mpe ™)

100

H(

50

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2 — Evolugao de H(z) a partir do modelo ACDM.
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3 Teorias f(R,T)

3.1 Equacdes de campo da gravidade f(R,T)

Ao considerar teorias de gravidade modificadas é necessario reescrever a acao de

Einstein-Hilbert, nesse trabalho, adota-se a seguinte forma [3]:
1
S:ﬂ;/fuymwcgfx+/Lmﬂ§d%, (3.1)
T

onde f(R,T) é uma fungao arbitraria do escalar de Ricci R e do trago do tensor energia
momento 7', dado por: g"T},. Variando a agao (3.1) em relagdo ao inverso do tensor

métrico, tem-se:

1

0SS = —
167

5g (3.2)

/ [fR (R.T)6R + fr (R, T) (;;T

1 I (\/ _gﬁm) 4
_ = mwoyq —
QQWf (R, T)dog" + 67T\/—_g Sgh V—gd'x,

onde fr =0f(R,T)OR e fr =0f(R,T)/0T.

Seja a variacdo do escalar de Ricci dada por

R = R,,09"" + ¢,00g" —V ,V, 0", (3.3)

a equacao (3.2) torna-se:

5S = 1éﬂ_]/

— frR(R,T)V,V.6" + fr(R,T)

fR (Ra T) Ruuégwj + fR (R> T) guuljégﬂy

) (gaﬁTag)
W

5g™

1 1 4 (\/—glim) 4
_ = pv —
QQWf (R, T)dg" + 167r\/_g Souw vV—gdiz. (3.4)

Em seguida, define-se a variagdo do tensor energia momento com respeito ao inverso do

tensor métrico como:
(5 (ga’BTaﬁ)

s = T+ O (3.5)

onde,
— 045 5Ta,8

w =g Sg (3.6)
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Ao integrar a eq.(3.4), obtem-se as equagoes de campo da teoria f(R,T):

(BT Ry — ; F(RT) g+ (gD = V,u¥,) [ (RT) = 87T (3.7)
- fT (R> T) TMV - fT (R> T) @uu .

Para calcular o tensor ©,,,, primeiro é necessario variar o tensor energia-momento,

2
T = Pt degn ~ 25t
= ggl‘jf Lo+ ;gaﬁguuﬁm - ;gaﬁTw - 23922;5 : (3:8)
Dada a seguinte condi¢io g,,g°” = 67, tem-se:
09 _ G305 (3.9)

ogH

sendo 077 = 0g77/dg"" o delta de Kronecker generalizado. Isso resulta em:

i 0L

@y,y = _2T,LLI/ + guyﬁm - 2g W .

(3.10)

Neste trabalho considera-se o Universo comporta-se como um fluido perfeito, dessa forma

o tensor energia-momento ¢ dado por:
T = (p+ p) uptly — PGy , (3.11)

sendo a lagrangiana da matéria £ = —p. Tem-se que a quadrivelocidade u,, satisfaz as

seguintes condicoes u,u* =1 e u*V,u, = 0. Portanto pode-se escrever o tensor ©,, como:
I n p

Ow = 2T, — PG - (3.12)

3.1.1 Aplicacao em cosmologia

Um dos casos mais simples que se pode extrair solu¢ées cosmologicas ao particula-

rizar a fungao f(R,T) é assumindo que a mesma possui a seguinte forma [3, 13]:

F(R.T) = R+ 2f(T), (3.13)

sendo f(7) uma funcao arbitraria do trago do tensor energia-momento. Ao considerar
que o Universo é caracterizado por um fluido perfeito, ©,, = —27},, — pg,., € composto

apenas por matéria, p = 0, as equagoes de campo (3.7) tornam-se:

1
Ry — §R9uu = 81T + 2fr T + f(T) G- (3.14)
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Para esse modelo, as equacoes de Friedmann e de aceleragao podem ser escritas

COIMmao:.:
o _ 8mp  2fr _f(T),
H* = 3 +43p1 5 (3.15)
H+H = % =—"p—[frp+ f(T)]. (3.16)

Essas equacgoes serao fundamentais para a aplicacao do método dos Processos Gaussianos.
Ao particularizar a funcao f(7) para um Universo contendo apenas matéria [3], p =0, T =
—p, ou seja, f(T) = 2T, essa teoria torna-se equivalente a um modelo cosmoldgico com

uma constante cosmoldgica efetiva proporcional ao pardmetro de Hubble, A,y o< H.



4 Processos Gaussianos

Os Processos Gaussianos (PG) podem ser usados como uma técnica de regressao nao-
linear para reconstruir uma funcao através da relacao entre os dados observacionais sem a
necessidade de assumir uma parametrizagao para o modelo. Os PG podem ser interpretados
como uma colecao de variaveis aleatorias as quais associam-se a uma distribuicao gaussiana
para cada conjunto finito [14, 15, 16]. Em linhas gerais, dado um conjunto de dados

observacionais D:
D ={(zi,y:)li =1,...,n}, (4.1)

deseja-se reconstruir uma fungdo f(x) que descreva os dados. Os conjuntos de dados
observacionais e os pontos nos quais as funcao devera ser reconstruida serao representados

por X e X*, respectivamente.

4.1 Reconstruindo uma funcao

Um Processo Gaussiano pode ser considerado como uma generalizacao de uma
distribuicdo gaussiana. Ao mesmo tempo que uma distribuicao gaussiana esta relacionada
com a distribuicado de uma variavel aleatéria, um PG descreve uma distribuicao sobre
fungoes de maneira que é completamente especificado através de suas fungoes média
e de covariancia. Seja uma funcdo f reconstruida via Processos Gaussianos. O valor
de f quando computado em um ponto x é uma varidvel aleatéria com média u(x) e
variancia Var(x). O valor da fungdo em = depende do valor da mesma funcao avaliada em
7, especialmente quando esses pontos sdo proximos entre si. Além disso, sdo relacionados
através de uma fungao de covaridncia cov (f(z), f(Z)) = k(z, %), também chamada no
contexto computacional de funcao nicleo — ou kernel. Assim, a distribuicao de funcoes é

dada através das seguintes equagoes [14, 16]:

p(z) = E[f(x)], (4.2)
k(r,z) = E[(f(z) —p(@))(f(Z) — n@))], (4.3)
Var(z) = k(z,x), (4.4)

sendo o Processo Gaussiano dado por:
f(@) ~ GP (u(x), k(z, 7)) - (4.5)

Geralmente ao lidar com problemas de regressao [15], é necessario aproximar a

fungdo nao-linear, que representa o conjunto de dados observacionais e os pontos nos quais
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foram medidos — por exemplo, o parametro de Hubble H(z) em determinado redshift
z —, com um conjunto de fungoes de base, que possuem parametros que sao otimizados
durante a regressao. A funcgdo nicleo é derivada a partir dessas fungdes de base. H4 muitos
tipos variados de fun¢ao nicleo usadas por diferentes tipos de abordagens computacionais,
mas durante este trabalho o foco sera na funcdo de covariancia exponencial quadrada, ou

squared exponential:

k(x,T) = cr]% exp | — (4.6)

Nota-se que a fung¢do nicleo exponencial quadrada é uma covariancia entre os
dados de saida escrita em termos dos dados de entrada — por exemplo os observacionais. A
covariancia aproxima-se de 1 quando as variaveis nas quais os dados de entrada sao muito
proximos e diminui quando essa distancia aumenta. Outra caracteristica é a de que essa
func¢ao nicleo é indefinidamente diferenciavel, sendo de grande utilidade ao reconstruir
derivadas de uma fungao. Os parametros o e ¢ sao chamados de hiperparametros e
caracterizam a gaussianidade da fungao nicleo. Enquanto o primeiro pode ser visto como
a distancia que se deve percorrer no eixo x para computar uma mudanca significativa em

f(z), o segundo representa uma mudanga no eixo y [14, 16].

A matriz de covaridncia K (X, X)) associada a um conjunto de dados de entrada
X = {;} tem a seguinte forma: [K (X, X)];; = k(x;, z;). Pode-se usar Processos Gaussia-
nos para reconstruir uma fungao aleatéria f(x) mesmo sem nenhum dado observacional,

ou seja, gerar um vetor f* a partir dos valores da fungao em X* com f = f(z}):

oo N(p* K(X7, X7)) (4.7)

sendo p* a média de f* a priori e N representa o Processo Gaussiano avaliado em um
ponto especifico x*, onde f(z*) é uma varidvel aleatéria obtida de uma distribui¢do normal.
Dada a arbitrariedade da funcao reconstruida, uma vez que nao ha dados observacionais,
o valor da func¢ao para diferentes pontos x* depende apenas da funcao nicleo. Os dados

de saida — ou resultados — s6 serao restringidos apés a inclusao de dados observacionais no
PG [16].

Para representar os dados observacionais (z;, ;) via Processos Gaussianos [16],
¢ necessario assumir que os erros dessas medidas sao gaussianos de maneira que elas
estejam distribuidas em torno da fungao que as representa, ou seja, y; = f(z;) + €;, onde ¢;
representa a dispersdo das medidas com varidncia o?. Essa varidncia deve ser adicionada a

matriz de covariancia:

y~N(u KX, X)+C), (4.8)

onde C' é a matriz de covariancia dos dados. No caso de os dados nao terem correlagao,

usa-se C' = diag(c?). Os dois Processos Gaussianos f* e y podem ser representados através
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de uma distribuicao conjunta:

HR

Com o objetivo de reconstruir f* a partir de y, que é obtido através dos dados

u

*

u

(4.9)

Y

K(X*,X) K(X* X"

K(X,X)+C K(X,X*)])

observacionais, deve-se usar a seguinte distribui¢do condicional [14, 16]:

F1X5 X,y ~ N (F7,cov(£7)) (4.10)

sendo
F=w+KX" X)[KX,X)+C " (y—p) (4.11)
cov(f*) = K(X*, X*) — K(X* X)[K(X,X)+C] ' K(X, X" (4.12)

a média e a covaridncia de f*. A varidncia de f* é dada pela diagonal de cov(f*). A
eq.(4.10) é a distribuigao posterior da funcao reconstruida a partir dos dados observacionais

e da distribuicao a priori fornecida pela eq.(4.7).

O ultimo passo para reconstruir a funcao através dos Processos Gaussianos é com-
putar os valores dos hiperparametros o7 e ¢ [16]. Eles sao obtidos a partir da maximizagao
da funcdo de verosimilhangca marginalizada £ — a probabilidade de se obter os dados
observacionais independentemente de modelo tedrico ser o mais adequado. Marginaliza-se

sobre os valores f nos pontos X:
PyIX, 05, 0) = [ Dl F XIp(FIX 07 0)df (4.13)

Ao supor uma distribui¢do a priori gaussiana f|X, 07,0 ~ N(u, K(X,X)) e
considerado para os dados observacionais y|f ~ N (f,C), a eq.((4.13)) resulta em [16]:

Inf = Inp(y|X,oy,Y)

B _;(’y—u)T [K(X,X)+C" (y—p) (4.14)

1
- S[E(X X)+C —gln27r.

Com isso, os hiperpardmetros podem ser otimizados através da eq.(4.14). Seikel et al.
em [16] resumiram em alguns passos o procedimento para reconstruir uma fungao via

Processos Gaussianos da seguinte maneira:

o Escolher o conjunto de dados adequados;
o Escolher a func¢ao nucleo;

e Definir os pontos x} nos quais a fungao f; devera ser reconstruida;
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o Escolher uma fun¢do média a priori p(z). Onde p = constante, é uma escolha

conservadora;
e Treinar os hiperparametros:

— Definir valores iniciais para os hiperparametros. E recoomendado tentar varios

valores iniciais para evitar que a otimizagao fique presa em algum maximo local;

— Maximizar a fun¢ao de verossimilhanga, eq.(4.14), para os hiperpardmetros;
o Calcular f* a partir da eq.(4.11, tendo com resultado o valor esperado para a funco;

o Para obter a varidncia f*, computar os elementos diagonais cov(f*) através da
eq.(4.12).



5 Reconstruindo f(R,T') através de Proces-

sos Gaussianos

Nesta sec¢ao, como uma aplicacao do método discorrido até entao, aplicamos os
Processos Gaussianos a 41 medidas observacionais do parametro de Hubble para reconstruir
a taxa de expansao do Universo para baixos redshifts. Isso permitird, a partir da equacao
de Friedmann, reconstruir uma familia de fungées f(R,T) e compara-las com o atual

modelo cosmolédgico de concordancia — A Cold Dark Matter.

5.1 Reconstrucdo de H(z)

Para realizarmos a reconstrugao da fungao H(z), consideramos o seguinte conjunto
de dados compilado por [17]: 41 medidas de H(z) — tabela 1 — inferidas a partir de dois
métodos distintos: o método dos Cronometros Cosmicos, que se baseia na medida da
diferenca de idades entre pares de antigas galaxias espirais, que se formaram em épocas e
redshifts semelhantes; o método fundamentado na posicao do pico das Oscilagoes Acisticas
de Bdrions, que fornece uma régua padrao na direcao radial ao medir aglomerados de
galaxias [11, 18, 19]. Assim, aplicamos os dados observacionais ao algoritimo escrito em
Python disponivel publicamente por Seikel et al. [16], sendo possivel reconstruir H(z) e

suas respetivas zonas de confianca estatistica em 1o e 20 — figura 3.

---- H(z) rec
H(z) rec (lo)
200 H(z) rec (20)
T/_—\ ¢ H(z) data :
~ 150 >
¥ r

H
\

-
LA
100 y
Cd .

50

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 3 — Resultado da reconstrugio via Processos Gaussianos de H(z) juntamente com
suas zonas de confiancga estatistica.
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z H(z) ox Referéncia z H(z) oy Referéncia
0.070 69 19.6 120] 0480 97 62 28]
0.090 69 12 [21] 0.570 92.900 7.855 [29]
0.120  68.6 26.2 [20] 0503 104 13 [22]
0.170 83 8 [21] 0.6 87.9 6.1 [27]
0.179 5 4 [22] 0.680 92 8 [22]
0.199 75 5 [22] 0.73 97.3 7.0 [27]
0.200 729 20.6 120] 0.781 105 12 [22]
0.240 79.69 6.65 [23] 0.875 125 17 [22]
0270 77 14 [21] 0.880 90 40 28]
0.280 88.8 36.6 [20] 0.900 117 23 [21]
0.300  81.7 6.22 [24] 1.037 154 20 [22]
0.350 827 84 [25] 1.300 168 17 21]
0.352 83 14 [22] 1.363 160 22.6 [30]
0.3802 83  13.5 [26] 1.430 177 18 [21]
0.400 95 17 [21] 1.530 140 14 [21]
0.4004 77 10.2 [26] 1.750 202 40 [21]
04247 87.1 11.2 126] 1.965 186.5 50.4 [30]
0.430 86.45 3.68 [23] 2300 224 8 [31]
0.440 82.6 7.8 [27] 234 222 7 32]
0.4497 92.8 129 [26] 2.36 226 8 [33]
0.4783 80.9 9 [26]

Tabela 1 — 41 medidas de H(z) usadas para a reconstrucao da f(R,T).

5.2 Reconstrucdo da funcio f(R,T)

A fim de reconstruir a fun¢ao f(R,T) = R+ 2f(T'), seguimos um procedimento
similar ao que os autores em [34] realizaram para o caso da gravidade teleparalela. Uma
vez que a dindmica da f(T) é dada pela equagdo de Friedman via eq.(3.16), ao escrever
todas as quantidades envolvidas em termos de redshift, é possivel usar a reconstrugao de
H(z) para obter a curva desejada. Para pequenas diferengas de redshift Az, pode-se usar

a seguinte aproximacao:

_df(1) _ df/d= _ [’
Jo="0r = dT/dz T’ (5.1)

sendo 7" = —(9HZ,0/87)(1 + 2)?. Em seguida, assume-se que f’ ¢ dado por:

f/(Z) s f(Z + AAZi B f(Z) : (52)

de maneira que é possivel relacionar os valores de f em z;,1 e 2z;. Ao aplicar essa relagao
na equagao de Friedman, obtém-se:
9 (zi41 — ) (7)

[(zi) = fzi) — 2 (1+a) H2—H39m0(1+zi)3+fg - (5.3)
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Ao aplicar os Processos Gaussianos, nota-se que é necessario impor uma condigao
inicial para resolver a relacao de recorréncia acima. Sendo assim, computamos a equagao

de Friedmann para z = 0 impondo que fr ~ 0, entao:
f(z=0)=3H3 Qo — 1), (5.4)

sendo Q,,0 = 0.315+0,007. Com isso, dada a relagao entre T' e H(z) é possivel reconstruir
a funcao f(T) e consequentemente a fungao f(R,T). Os resultados sao mostrados na

figura 4 onde sao plotadas as regides de confianca estatistica.

---- H(z) rec

—2000

—4000

—6000

f(T)

—8000

—10000

—12000
—6000 —5000 —4000 —3000 —2000 —1000 0

T

Figura 4 — Reconstrugao da funcao f(T') através de Processos Gaussianos. As dreas preen-
chidas de verde representam as zonas de confianca estatistica.

No intuito de descrever a fungdo f(T') reconstruida de maneira mais acurada é
possivel encontrar uma forma analitica para ela através de ajustes polinomiais. Para o

presente caso, escolhemos um polinémio de segunda ordem:

f(T)=aT?+ BT + 7, (5.5)
sendo os valores ajustados para os parametros dados por: a = —0.0003, g = —1.25002 e
v = —10328.4. O curva ajustada analiticamente junto com sua versao reconstruida via PG

sao plotadas na figura 5.

Pode-se realizar mais um teste para verificar se a curva reconstruida é viavel para
explicar os dados observacionais. Basta inserir a curva f(7T') analitica na equagdo de
Friedmann para obter a evolugdo de H(z) diante dessa funcdo. Na figura 6 plotamos o
resultado de H(z) através da fungao analitica junto com o resultado de H(z) reconstruido
via Processos Gaussianos e o ajuste oriundo do modelo AC'DM . Nota-se que para redshifts

maiores que 1.7 a funcao analitica sai das regides de confianca estatistica da funcao
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Figura 5 — Funcao f(7') ajustada analiticamente juntamente com sua versao reconstruida
através de Processos Gaussianos.

reconstruida e difere também do modelo ACDM. Isso pode ser causada pela escassez de

medidas de H(z) nessa regido.

—— Funcao f(R,T) analitica
— ACDM

25 - ==== H(z) rec
< B H(z) rec (lo)
H(z) rec (20)

0.0 0.5 1.0 L5 2.0

Z

Figura 6 — Evolugao de H(z): via Processos Gaussianos, curva preta junto com suas regioes
de confianca estatisticas sombreadas de verde; através da funcao analitica f(7T);
e ajustada pelo modelo ACDM.



6 Conclusoes e perspectivas

Nesse Trabalho de Conclusao de Curso revisamos parte do estudo que concerne
as teorias modificadas da gravitacao. No primeiro capitulo, abordamos brevemente as
motivacoes observacionais as quais impelem a busca por teorias alternativas a Gravitagao de
Einstein e a justificativa para tratar esse problema sob a luz de métodos nao-paramétricos.
No segundo capitulo, discorremos sobre o ferramental tedrico que possibilita derivar as
equagoes de campo da Relatividade Geral, como também apresentamos uma das formas
de se obter equagoes modificadas da RG, conhecidas por teorias f(R,T). Também foram
revisados os procedimentos de obtencao das equacoes de Friedmann e de aceleragao para

ambas as teorias, assim como solug¢oes cosmoldgicas a partir das mesmas.

No capitulo trés realizamos uma breve discussao acerca dos Processos Gaussianos,
que sao uma técnica de regressao nao paramétrica muito usada em diversas areas para
reconstruir a dindmica de sistemas especificos. Mostramos como um algoritmo de PG ¢é
capaz de reconstruir uma funcao a partir dos dados observacionais e de uma funcao ntcleo
adequada de maneira que seja possivel otimizar os hiperparametros e maximizar a funcao

de verossimilhanca que descreve o problema.

Por fim, no capitulo quatro apresentamos os dados observacionais que usamos nesse
trabalho para reconstruir via Processos Gaussianos a evolucao do parametro de Hubble em
termos de redshift: 41 medidas de H(z) provenientes do método de Crondmetros Cdsmicos
e dos picos das Oscilagoes Actsticas de Barions. Em seguida, apresentamos o procedimento
necessario para reconstruir a fungao f(7') através da evolugdo de H(z) por meio de uma
relacao de recorréncia. Assim, com as condig¢oes de contorno adequadas, mostramos que
é possivel obter uma fungao f(7') de forma independente de modelo. Com o intuito de
aprimorar nossa descri¢do da funcao reconstruida, aplicamos um ajuste via polinémios a
mesma e escolhemos um polindémio de segunda ordem para descrevé-la. Usando a fungao
analitica, pudemos verificar que ao substitui-la na equac¢ao de Friedmann obtemos um

modelo cosmoldgico viavel frente aos dados observacionais.

Este trabalho consiste numa anélise prévia dos nossos resultados, sendo assim, como
perspectivas futuras: temos a possibilidade de, primeiramente, impor uma prior em Hy para
verificar como isso afeta a forma da curva reconstruida; otimizar os hiperparametros usando
MCMC, ou Cadeias de Markov via Monte Carlo; computar a estatistica de chi-quadrado
para implementar o Critério de Informacio Bayesiana com a finalidade de verificar dentre
todos os ajustes polinomiais testados, qual seria o mais adequado de acordo com esse
critério; ampliar a discussao acerca da informacao fisica que se pode obter das curvas

reconstruidas, bem como dos parametros analiticos; estender nossa analise para incorporar
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dados de Supernovas do tipo Ia através do conjunto Pantheon, que consiste no maior
conjunto de dados desse observavel abrangendo a faixa de redshift entre 0 < z < 2.3, com

mais de mil pontos, para verificar a robustez dos resultados.
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Apéndices



APENDICE A - Caélculo dos simbolos de

Cristoffel

Por simplicidade, neste apéndice usaremos ¢ = 1 e k = 0. Seja a métrica dada por:

ds® =

—dt? + a*(t) (dr? + r2dQ?) |

onde, d2* = df#? + sin? 0d¢?, entdo:

Calculam-se os simbolos de Christoffel nao-nulos a partir de:

Assim, tem-se:

a
FBM_

0o _
Fll -

goo = —L

g = a’;

922 = a’r?;

g3 = a’sin®Or.

1 o
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1 2
5 (1) [~ (o?)]
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i (2aa)
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(—1) [—80 (a%ﬂﬂ
(2@&7’2)

aar?;
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(A.6)

(A.8)
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g% </03/' +}3/ —9330)
(— 1){ o (a2r2 sin 9)}

1 2 .2
i(Zaar sin 9)

aar? sin? 0;

1
2
1
2

o (st oo = gorr”)
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2

QW DN = N =
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@ =)

)

7" (s g™ = )
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APENDICE A. Cdlculo dos simbolos de Cristoffel
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